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TRAVAUX DIRIGES - 2

EXERCICE 1

Soient D, IL et U trois matrices de M,, respectivement matrice diagonale, triangulaire inférieure et triangulaire
supérieure. On les suppose inversibles. Soit b € C™ donné.

Q. 1 Eaxpliquer comment résoudre Dz = b. .
Q. 2 Expliquer comment résoudre Lz = b. .
Q. 3 Expliquer comment résoudre Uz = b. .
Q. 4 Soit A = LU. Ezxpliquer comment résoudre Az = b. .

EXERCICE 2

Soit A € M, »(C). On note ay, le k-éme vecteur colonne de A. On suppose que les vecteurs colonne de A
sont linéairement indépendants.

Q. 1 Donner une relation entre m et n. Calculer rang(A). ]
Q. 2 Construire une famille orthonormale (q1, .. .,qy,) avec q; = % et v1 = |aq|. ]
Q. 3 Exprimer les vecteurs ax en fonction des qy, et vy. =

Q. 4 En déduire que l’on peut écrire A sous la forme A = QR ou la matrice Q vérifie Q*Q =1 et la matrice R
est triangulaire supérieure. On précisera les dimensions des matrices. .

Q. 5 On suppose de plus que m = n. Ezxpliquer comment résoudre le systéme linéaire

Az =b.

EXERCICE 3

Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne, définie positive. On désigne par Ai,...,\, ses valeurs propres
(nécessairement réelles et strictement positive) rangées par ordre croissant.
On rappelle 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

(x,y)* < (&, x){y,y), Yz e C" VyeC". (3.1)
Q. 1 Montrer que
(Az,z)y{A 'z, 2) > |z|*, Yo eC™ (3.2)
Soit P = (A — MI)(A — X\, T)At, ou I désigne la matrice identité de M,,(C).
Q. 2 1. Etudier le signe de (Pz,x) pour tout x € C".
2. En déduire que, pour tout x € C",

Az, z) + M, (A, xy < (A + \y) 2] (3.3)

Q. 3 Etablir I'inégalité de Kantorovich :

A An)?
lzl* < (Az, 2y (A, 2y < QLA e g e o, (3.4)
AN\



Q. 4 Soit x € C™ tel que ||z| = 1.

1. Montrer que
(Az,z) — <A'1:1:,:1:>71 >0 (3.5)

2. On pose = A\ + A, — Az, ), Montrer que p > 0.
3. Etablir, a partir de (3.8), l'inégalité :

,U,2 + >\1An

(Az,z) — <A_1.’17,.’II>71 <A+ A, — P

4. En déduire

0 < {(Az,z)— <A'1z,z>71 < (\/E — \/E)Z (3.7)

EXERCICE 4

Soit A € M, (C). On définit le quotient de Rayleigh de la matrice A :

o OV} — C
_ (Av,v)

IRCED
Q. 1 Soient a € C* et v e C"\{0}, calculer py(aw). .

v — pa(v)

On suppose que A est hermitienne, de valeurs propres
A <A< <y,
les vecteurs propres associés pi,po, .. .,Pn vérifiant
pi,pj) = dij, (i, j) € [1,n]*.

Pour k € [[1,n], on note Vj, le sous-espace de C™ engendré par les vecteurs p;, i € [1, k], et on note Vj ensemble
des sous-espaces de dimension k£ de C™. On pose par ailleurs : Vj = {0} et Vo = Vj.

Q. 2 Montrer que les valeurs propres de A admettent les caractérisations suivantes, pour k € [1,n] :

Ak = palw), (4.1)
A = maxpa(v), 4.2
veV)
v#£0
L 4.
Ak Jmin pa(v), (4.3)
v#£0
A = min max pa(v), (4.4)

WeV, veW

v#£0

A = i V). 4.5

! Wi %V?M( ) (4.5)
v

Q. 3 Montrer que
{pa(v) ; ve C"\{0}} = [A1, ] c R (4.6)



