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TRAVAUX DIRIGES - 5

EXERCICE 1

Q. 1 Montrer que pour la matrice

1 2 =2
Ay=(1 1 1
2 2 1
la méthode de Jacobi converge, tandis que la méthode de Gauss-Seidel diverge. ]
Q. 2 Montrer que pour la matrice
2 -1 1
Ay=1 2 2 2
-1 -1 2
la méthode de Jacobi diverge, tandis que la méthode de Gauss-Seidel converge. .

EXERCICE 2

Soit A € M,,(R) une matrice symétrique définie positive décomposée (par points) sous la forme A = D—E—F
ou D = diag(A), E est triangulaire inférieure et d’éléments nuls sur la diagonale et F est triangulaire supérieure
et d’éléments nuls sur la diagonale.

On étudie une méthode itérative de résolution su systéme linéaire Az = b. Soit g € R"™, on définit la suite

(T ) ken par

(D—]E)mk+1/2 = Fxy +b (21)
(D=Fzgrr = Ezpip+d
Q. 1 Ecrire le vecteur xy 1 sous la forme
T = Bz +c¢ (2.3)
en explicitant le matrice B et le vecteur c. =
Q. 2 1. Montrer que
D!'=MD-E)'-D'ED-E)"" (2.4)

2. Soit (\,p) un élément propre de la matrice B. Montrer que

Mp + (A — 1)ED 'Fp = 0. (2.5)
Q. 3 En déduire la convergence de cette méthode. =
Q. 4 FEtendre ces résultats au cas d’une décomposition A =D —E — F par blocs. =

EXERCICE 3

Soit A une matrice n x n réelle symétrique et définie positive. On s’intéresse & la résolution du probléme
Az =b (3.1)

On introduit la décomposition A =D +H+V,ou D = al, a > 0 et H et V sont deux matrices symétriques,
telles que les matrices D + H et D + V soient inversibles. On considére la méthode itérative :

D+ H)z*+2l = —vzl 4p,
D+ V)t = _pglt+al 4 p, (3.3)



Q. 1 Ezprimer ¥+ en fonction de z'%). En déduire que klim zlFl = x, si et seulement si :
—w0
p(D+V) " HD+H) V) <1
Q.2 1. Posons B =D"H, C =DV. Vérifier que
p ((]D +V)THD + H)_lV) —p (]B(H +B)~'C(I+ (C)_l) .

2. Montrer que les matrices B(I+B)™" et C(I+ C)™" sont symétriques.

3. En déduire que :
p(D+V)'"HD+H)'V) <p (BA+B) ) p(Ca+0)").

Q. 3 1. Montrer que

p (IB(H +IB§)_1) <1< max (3.4)

peSp(B)

7
— <1
I+ u‘
2. En déduire que
_ 1
P (IB%(]I + B) 1) <l §H + B est définie positive.

3. En déduire que la méthode itérative (3.2)-(3.3) converge dés que les matrices D + H et 1D + V sont
définies positives. .

On va maintenant étudier une généralisation de (3.2)-(3.3). On décompose la matrice A sous les formes
A=M-—Net A=P—Q, ou les matrices M et IP sont inversibles. On considére la méthode itérative :

MzlF+sl = Nzl 4p, (3.5)
pel+11 = QzlF+3l 4 b
On pose :
elkt3l  —  plk+3] —z, n[k+§] — PlAelkt3]

On note ||-||i la norme définie par
2
]y = CAu,u).

Q.4 1. Vérifier que nlFl = elk] — elk+3],

2. En déduire
2 2

He[k+%]

_ He[k] H __ <(Mt n N)n[k],n[’“]> (3.7)

A A

3. Vérifier que nlk+1/2] = elk+1/2] _ glk+1],

4. En déduire
)
A

= =@+l gl il (3.8)

. . ontrer que Les matrices +Ne + Q sont symetriques.
5 1. Mont l trices Mt + N et Pt + Q sont Stri

2. Montrer que si les matrices M+ N*? et P+ Q? sont définies positives, la méthode (3.5)-(3.6) converge vers

2
z solution de (3.1) . On pourra pour cela monirer que ||e[k] HA est une suite convergente, puis utiliser le
fait que

SR



