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Exercice 1

Q. 1 Montrer que pour la matrice

A1 �

�
�
1 2 �2
1 1 1
2 2 1

�



la méthode de Jacobi converge, tandis que la méthode de Gauss-Seidel diverge. 


Q. 2 Montrer que pour la matrice

A2 �

�
�

2 �1 1
2 2 2
�1 �1 2

�



la méthode de Jacobi diverge, tandis que la méthode de Gauss-Seidel converge. 


Exercice 2

Soit A PMnpRq une matrice symétrique dé�nie positive décomposée (par points) sous la forme A � D�E�F
où D � diagpAq, E est triangulaire inférieure et d'éléments nuls sur la diagonale et F est triangulaire supérieure
et d'éléments nuls sur la diagonale.

On étudie une méthode itérative de résolution su système linéaire Axxx � bbb. Soit xxx0 P Rn, on dé�nit la suite
pxxxkqkPN par

pD� Eqxxxk�1{2 � Fxxxk � bbb (2.1)

pD� Fqxxxk�1 � Exxxk�1{2 � bbb (2.2)

Q. 1 Ecrire le vecteur xxxk�1 sous la forme

xxxk�1 � Bxxxk � ccc (2.3)

en explicitant le matrice B et le vecteur ccc. 


Q. 2 1. Montrer que

D-1 � pD� Eq�1 � D-1EpD� Eq�1. (2.4)

2. Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B. Montrer que

λAppp� pλ� 1qED-1Fppp � 0. (2.5)




Q. 3 En déduire la convergence de cette méthode. 


Q. 4 Etendre ces résultats au cas d'une décomposition A � D� E� F par blocs. 


Exercice 3

Soit A une matrice n� n réelle symétrique et dé�nie positive. On s'intéresse à la résolution du problème

Axxx � bbb (3.1)

On introduit la décomposition A � D�H�V, où D � αI, α ¡ 0 et H et V sont deux matrices symétriques,
telles que les matrices D�H et D� V soient inversibles. On considère la méthode itérative :

pD�Hqxxxrk�
1
2 s � �Vxxxrks � bbb, (3.2)

pD� Vqxxxrk�1s � �Hxxxrk�
1
2 s � bbb. (3.3)
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Q. 1 Exprimer xxxrk�1s en fonction de xxxrks. En déduire que lim
kÑ8

xxxrks � xxx, si et seulement si :

ρ
�
pD� Vq�1HpD�Hq�1V

	
  1.

Q. 2 1. Posons B � D-1H, C � D-1V. Véri�er que

ρ
�
pD� Vq�1HpD�Hq�1V

	
� ρ

�
BpI� Bq�1CpI� Cq�1

	
.

2. Montrer que les matrices BpI� Bq�1
et CpI� Cq�1

sont symétriques.

3. En déduire que :

ρ
�
pD� Vq�1HpD�Hq�1V

	
¤ ρ

�
BpI� Bq�1

	
ρ
�
CpI� Cq�1

	
.

Q. 3 1. Montrer que

ρ
�
BpI� Bq�1

	
  1ðñ max

µPSppBq

����
µ

1� µ

����   1. (3.4)

2. En déduire que

ρ
�
BpI� Bq�1

	
  1ðñ

1

2
I� B est dé�nie positive.

3. En déduire que la méthode itérative (3.2)-(3.3) converge dès que les matrices 1
2D � H et 1

2D � V sont

dé�nies positives. 


On va maintenant étudier une généralisation de (3.2)-(3.3). On décompose la matrice A sous les formes
A �M� N et A � P�Q, où les matrices M et P sont inversibles. On considère la méthode itérative :

Mxxxrk�
1
2 s � Nxxxrks � bbb, (3.5)

Pxxxrk�1s � Qxxxrk�
1
2 s � bbb. (3.6)

On pose :

eeerks � xxxrks � xxx, ηηηrks �M-1Aeeerks

eeerk�
1
2 s � xxxrk�

1
2 s � xxx, ηηηrk�

1
2 s � P-1Aeeerk�

1
2 s

On note }
}
2
A la norme dé�nie par

}uuu}
2
A � xAuuu,uuuy .

Q. 4 1. Véri�er que ηηηrks � eeerks � eeerk�
1
2 s.

2. En déduire ���eeerk� 1
2 s
���
2

A
�
���eeerks

���
2

A
� �

A
pMt � Nqηηηrks, ηηηrks

E
(3.7)

3. Véri�er que ηηηrk�1{2s � eeerk�1{2s � eeerk�1s.

4. En déduire ���eeerk�1s
���
2

A
�
���eeerk� 1

2 s
���
2

A
� �

A
pPt �Qqηηηrk�

1
2 s, ηηηrk�

1
2 s
E
. (3.8)




Q. 5 1. Montrer que les matrices Mt � N et Pt �Q sont symétriques.

2. Montrer que si les matrices M�Nt et P�Qt sont dé�nies positives, la méthode (3.5)-(3.6) converge vers

xxx solution de (3.1) . On pourra pour cela montrer que
��eeerks��2A est une suite convergente, puis utiliser le

fait que ���eeerk�1s
���
2

A
�
���eeerks

���
2

A
Ñ 0.
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