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TRAVAUX DIRIGES - 7

EXERCICE 1

Soient n > 3 un entier et a = xg < 1... < Tp—1 < T, = b une division de 'intervalle [a,b]. On note
hi = Tr+1 — x. Une fonction s définie sur [a;b] & valeurs réelles s’appelle spline cubique si elle est deux fois
continiiment différentiable et si, sur chaque intervalle [zj_1; k], elle est polynomiale de degré inférieur ou égal
as3.

Soit f € C?([a;b],R) et s une spline cubique vérifiant

s(z;) = f(z;) = fi, Vie[0,n]. (1.1)

Q. 1 Montrer que si
s"(D)(f'(b) — 5'(b)) = s"(a)(f'(a) — '(a)) (1.2)

alors

Indications : Poser h = f — s et montrer par intégrations par parties que Sz s"(z)h" (z)dx = 0.

Soient k € [1,n] et Sk un polynome de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant

Sk(xp—1) = fr_1 (1.4a)
Sk(zk) = fk (1.4b)
Sk(zr—1) =M (1.4c)
Sk (k) = m,. (1.4d)

Q. 2 1. Montrer l'existence et l'unicité du polyndme Sy .
2. Montrer que polynome Sy peut s’écrire sous la forme
Sk(z) = ap(xp — )% + bp(z — 2 1) + an(@h — ) + Br(z — x4 1) (1.5)
en explicitant les coefficients (a, by, g, Bx) en fonction de (fx—1, fi, Mr—1, M) et hx_1. ]
On note g la fonction dont la restriction & chaque intervalle [xx_1; k], k € [1,n], est S .
Q. 3 1. Vérifier que g est bien définie sur [a;b].
2. Montrer que g est une spline cubique si et seulement si, Vk € [1,n — 1],

hi—1

- (fi = fem): (16)

(i, — 1) = hikmﬂ — £

1 hi 1
§mk(hk + hg—1) + E(mk+1 —my) — — E

On suppose maintenant que les points xy, sont uniforméments distribués. On a donc xy = a+ kh, Yk € [0, n]

avec h = =2
n

Q. 4 (spline cubique scellée) 1. Montrer qu’une condition mécessaire et suffisante pour que g soit une
spline cubique et vérifie ¢'(a) = a, ¢'(b) = B, est que le vecteur M € R"*! = (mg,mq,...,my)" soit
solution d’un systéme linéaire de la forme

AM =b (1.7)

que l’on précisera.

2. Montrer que la matrice A est symétrique définie positive. Conclure. .



Q. 5 (spline cubique naturelle) 1. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une
spline cubique et vérifie g"(a) = 0, g"(b) = 0, est que le vecteur M € R" ™1 = (mg,my,...,my)" soit
solution d’un systéme linéaire de la forme

AM =b (1.8)

que l’on précisera.

2. Montrer que la matrice A est inversible. =

Q. 6 (spline cubique périodique) On suppose ici que f(a) = f(b).

1. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une spline cubique et vérifie g'(a) = ¢'(b),
g"(a) = g"(b), est que le vecteur M € R"*! = (mg,m1,...,my)" soit solution d’un systéme linéaire de la

forme
AM =b (1.9)

que l’on précisera.

2. Montrer que la matrice A est inversible. =

EXERCICE 2

On se propose de déterminer P, : R — R ou
Pn(2) = Y, aivi() (2.1)
i=0

ot les n + 1 fonctions (v;) sont données par
vi(z) = 2°, Vie[0,n]. (2.2)

Ceci revient & déterminer les réels (a;), Vi € [0, n].

D’autres choix de (v;) sont possibles: fonctions trigonométriques, fonctions exponentielles,...

On suppose connu les couples (x;,y;), V4 € [0, N] (données expérimentales par exemple) avec N > n et on
suppose les x; distincts deux & deux. On pose

pj = Yj = Pn(z;), ¥j e [0, N]. (2.3)
ag
On veut déterminera = | : |€ R™*! tels que :
an
N
J(a) = Z p? soit minimum. (2.4)
j=0
Po
En considérant la norme euclidienne dans R¥N*+!, on a J(a) = |r|* onr = D e RNVHL
PN
Yo
OnposeY = | : |eRN*L
YN

Q.1 1. Montrer que les fonctions v;, Vi € [0,n], sont linéairement indépendantes.

2. Que peut-on en conclure? .

Q. 2 1. Ecrire explicitement la matrice U€e Mpyi1.n+1(R) définie partir

Ujr1ir1 = vi(z;), V(i,75) € [0, N] x [0,n].



2. En déduire que |r|* =¥ — Ua,Y — Ua) ot (s, o) note le produit scalaire.

Le minimum de J est caractérisé par

Q. 3 1. Montrer que

2. En déduire que

J(a) < J(a + eb), Vee R\{0}, Vbe R"T1

0 < —2¢{Y — Ua,Ub) + ¢*(Ub, Ub), Vbe R" !

Y —Ua,Ub) =0, Vbe R""

3. Montrer que le vecteur a minimisant J vérifie le systéme linéaire :

4. conclure.

U'Ua = U'Y.

(2.5)

(2.6)



