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1 Remise en forme

Exercice 1

Soit A PM3pRq dé�nie par

A “

¨

˝

1 1 1
1 2 2
1 2 3

˛

‚

Q. 1 Calculer le déterminant de la matrice A. Que peut-on en conclure? ‚

Q. 2 Calculer si possible l'inverse de la matrice A en utilisant la technique de la matrice augmentée. ‚

Exercice 2

Soit A PMm,npRq et B PMn,mpRq telles que

xAuuu,vvvym “ xuuu,Bvvvyn , @uuu P R
n, @vvv P Rm.

Exprimer les éléments de la matrice B en fonction de ceux de la matrice A.

Exercice 3

Soient A et B, deux matrices de MnpKq.

Q. 1 Montrer que
AB “ Iñ BA “ I (3.1)

Conclure. ‚

Exercice 4

Q. 1 Soit A une matrice inversible et symétrique, montrer que A´1 est symétrique.

Q. 2 Soit A une matrice carrée telle que I´ A est inversible. Montrer que

A pI´ Aq´1
“ pI´ Aq´1 A.

Q. 3 Soient A, B des matrices carrées inversibles de même dimension telle que A` B soit inversible. Montrer
que

A pA` Bq´1 B “ B pA` Bq´1 A “
`

A´1 ` B´1
˘´1

Exercice 5

Soient A et B deux matrices triangulaires supérieures de Mn. Soient E et F deux matrices triangulaires
inférieures de Mn.

Q. 1 1. Que peut-on dire des matrices A˚ et pA˚q
˚
?
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2. Montrer que C “ AB est triangulaire supérieure.

3. Montrer que G “ EF est triangulaire inférieure.

4. Que peut-on dire des matrices AE et EA? ‚

Q. 2 1. Calculer detpAq.

2. Déterminer les valeurs propres de A.

3. Que peut-on dire si les éléments diagonaux de A sont tous distincts? ‚

Q. 3 Soit D la matrice dé�nie par

D

¨

˝

2 1 0
0 2 1
0 0 2

˛

‚.

1. La matrice D est-elle inversible? Si oui calculer son inverse.

2. Pour chacune des valeurs propres, déterminer l'espace propre associé.

3. La matrice D est-elle diagonalisable? Justi�er. ‚

Exercice 6

Etant donnée une matrice D PMn,npCq, on pose

D “ A` ıB avec A,B PMn,npRq

Sous certaines hypothèses à préciser, établir la relation

D´1 “
`

A` BA´1B
˘´1

´ ıA´1B
`

A` BA´1B
˘´1

.

Exercice 7

Soit L PMnpCq une matrice triangulaire inférieure.

Q. 1 A quelle(s) condition(s) la matrice L est-elle inversible? ‚

On suppose L inversible et on note M “ L-1.

Q. 2 Montrer que M est une matrice triangulaire inférieure avec

Mi,i “
1

Li,i
, @i P v1, nw.

2 Matrices blocs

Exercice 8

On considère les matrices blocs

A “

¨

˚

˚

˝

1 2 1 0
3 4 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

C I
I 0

˙

et B “

¨

˚

˚

˝

1 0 0 0
0 1 0 0
1 2 1 2
3 4 3 4

˛

‹

‹

‚

“

ˆ

I 0
C C

˙

avec

I “
ˆ

1 0
0 1

˙

et C “
ˆ

1 2
3 4

˙
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Q. 1 Calculer les matrices AB et BA en utilisant l'écriture bloc. ‚

Q. 2 Calculer les matrices ApA` Bq et p2B´ AqpB` Aq en fonction de la matrice C. ‚

Exercice 9

Soient A PMn,kpKq et B PMk,npKq. On note L la matrice

L “
ˆ

I´ BA B
2A´ ABA AB´ I

˙

.

Q. 1 Montrer que la matrice L est bien dé�nie et spéci�er les dimensions des blocs. ‚

Q. 2 Calculer L2. Que peut-on en conclure? ‚

Exercice 10

Q. 1 Soient A PMr,rpRq, B PMs,spRq et C PMr,spRq. On suppose A et B inversible. Véri�er que les égalités
suivantes sont vraies :

ˆ

A 0
0 B

˙´1

“

ˆ

A´1 0
0 B´1

˙

(10.1)

ˆ

A C
0 B

˙´1

“

ˆ

A´1 ´A´1CB´1

0 B´1

˙

(10.2)

‚

3 Pêle-Mêle

Exercice 11

Soit A PMn,npCq une matrice et pλ,uuuq un élément propre de A avec }uuu}2 “ 1.

Q. 1 Construire une base orthonormée txxx1, . . . ,xxxnu dont le premier vecteur de base uuu. ‚

Notons P la matrice de changement de base canonique teee1, . . . , eeenu dans la base txxx1, . . . ,xxxnu .

Q. 2 Calculer
B “ P˚AP.

et montrer que la première colonne de B est pλ, 0, . . . , 0qt. ‚

Q. 3 Montrer par récurrence sur l'ordre de la matrice que la matrice A s'écrit

A “ UTU˚

où U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. ‚

Exercice 12

Q. 1 Soit T P Mn,npCq une matrice triangulaire supérieure. Montrer que si T est une matrice normale alors
elle est diagonale. ‚

Q. 2 Montrer que A P Mn,npCq est une matrice normale si et seulement si il existe U P Mn,npCq unitaire et
D PMn,npCq diagonale telle que A “ UDU˚. ‚

Q. 3 En déduire qu'une matrice normale est diagonalisable et que ses vecteurs propres sont orthogonaux. ‚
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Exercice 13

Soit A P Mn,npCq une matrice hermitienne inversible décomposée en A “ M ´ N où M est inversible. On
note B “ I´M´1A.

Q. 1 Montrer que la matrice M˚ ` N est hermitienne. ‚

On suppose maintenant que M˚ ` N est dé�nie positive.

Q. 2 Soit xxx un vecteur quelconque de Cn et yyy “ Bxxx.

1. Montrer que

xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “
@

xxx,AM´1Axxx
D

`
@

M´1Axxx,Axxx
D

´
@

M´1Axxx,AM´1Axxx
D

(13.1)

et
xxx´ yyy “M´1Axxx. (13.2)

2. En déduire que
xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “ xpxxx´ yyyq, pM˚ ` Nqpxxx´ yyyqy . (13.3)

‚

Q. 3 Montrer que si A est dé�nie positive alors ρpBq ă 1. ‚

Q. 4 Démontrer par l'absurde que si ρpBq ă 1 alors A est dé�nie positive. ‚

Exercice 14

Soit A PMnpCq une matrice hermitienne

Q. 1 Montrer que
xAuuu,uuuy P R, @uuu P Cn. (14.1)

‚

On suppose de plus que la matrice A est dé�nie positve.

Q. 2 1. Montrer que les éléments diagonaux de A sont strictement positifs.

2. Montrer que les sous matrices principales de A sont elles aussi hermitiennes et dé�nies positves. ‚

Exercice 15

Soit A PMnpCq.

Q. 1 Montrer que (théorème de Gerschgorin-Hadamard) :

Sp pAq Ă
n
ď

i“1

#

z P C ; |z ´ aii| ď
ÿ

j‰i

|aij |

+

(15.1)

‚

Q. 2 Montrer que, si la matrice A est à diagonale strictement dominante alors elle est inversible. ‚

On suppose que A est à diagonale strictement dominante et on pose αi “ |aii| ´
n
ÿ

j“1
j‰i

|aij | , pour i P v1, nw, et

D “ diagpα1, . . . , αnq.

Q. 3 1. Montrer que la matrice B “ D-1A est bien dé�nie et qu'elle est à diagonale strictement dominante.

2. Montrer que |det pBq| ě 1.

3. En déduire une minoration de |det pAq| . ‚
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