
L3-Math Analyse Numérique

Institut Galilée Année 2013-2014

Examen du 9 janvier 2014

durée : 3h.

Sans document ni appareil électronique, une feuille (recto seul) manuscrite de notes personnelles est
autorisée. Tous les calculs doivent être justi�és et rédigés avec soin.

Vous devez choisir et rendre les exercices parmi l'une des trois possibilités suivantes:

choix A : Exercices 1, 2 et 3
choix B : Exercices 1, 3 et 4
choix C : Exercices 2 et 4

Exercice 1 (4 pts)

Soit Aα la matrice dé�nie par

Aα �
�
�2 α 0
α 2 α
0 α 2

�



Q. 1 Pour quelles valeurs de α la méthode itérative de Jacobi converge-t-elle ? 


Q. 2 Pour quelles valeurs de α la méthode itérative de Gauss-Seidel converge-t-elle ? 


Correction

On pose

D �
�
� 2 0 0

0 2 0
0 0 2

�

, E �

�
� 0 0 0

�α 0 0
0 �α 0

�

, F �

�
� 0 �α 0

0 0 �α
0 0 0

�



et on a alors A � D� E� F.

Q. 1 La matrice de Jacobi J est donnée par

J � D-1pE� Fq �
�
�

1
2 0 0
0 1

2 0
0 0 1

2

�


�
� 0 �α 0

�α 0 �α
0 �α 0

�

 �

�
� 0 � 1

2 α 0
� 1

2 α 0 � 1
2 α

0 � 1
2 α 0

�



La méthode itérative de Jacobi converge si et seulement si ρpJq   1. On va donc calculer les valeurs propres
de J qui sont les racines de son polynôme caractéristique PJ. On a

PJptq � detpJ� tIq � det

�
� �t � 1

2 α 0
� 1

2 α �t � 1
2 α

0 � 1
2 α �t

�

 � �det

�
� t 1

2 α 0
1
2 α t 1

2 α
0 1

2 α t

�



Après calcul, on obtient

PJptq � �t3 � 1

2
α2t.

Les racines de PJ sont 0 et �
?
2
2 |α|. Pour obtenir la convergence de la méthode de Jacobi, il faut et il su�t que?

2
2 |α|   1 c'est à dire α Ps � ?

2,
?

2r. 


Q. 2 La matrice de Gauss-Seidel L1 est donnée par

L1 � pD� Eq�1F �
�
� 2 0 0

α 2 0
0 α 2

�



�1�
� 0 �α 0

0 0 �α
0 0 0

�

.

Comme �
� 2 0 0

α 2 0
0 α 2

�



�1

�
�
�

1
2 0 0

� 1
4 α

1
2 0

1
8 α

2 � 1
4 α

1
2

�



1



on obtient

L1 �
�
� 0 � 1

2 α 0
0 1

4 α
2 � 1

2 α
0 � 1

8 α
3 1

4 α
2

�

 � 1

8

�
� 0 �4α 0

0 2α2 �4α
0 �α3 2α2

�

.

La méthode itérative de Gauss-Seidel converge si et seulement si ρpL1q   1. On va donc calculer les valeurs
propres de L1 qui sont les racines de son polynôme caractéristique PL1

. On a

PL1
ptq � detpL1 � tIq � det

�
� �t � 1

2 α 0
0 1

4 α
2 � t � 1

2 α
0 � 1

8 α
3 1

4 α
2 � t

�

 � �det

�
� t 1

2 α 0
0 � 1

4 α
2 � t 1

2 α
0 1

8 α
3 � 1

4 α
2 � t

�



Après calcul, on obtient

PL1
ptq � �t3 � 1

2
α2t.

Les racines de PL1
sont donc 0 et α2

2 . Pour obtenir la convergence de la méthode de Gauss-Seidel, il faut et il

su�t que α2

2   1 c'est à dire α Ps � ?
2,
?

2r. 


♦

Exercice 2 (10 pts)

Soient n ¥ 3 un entier et a � x0   x1 . . .   xn�1   xn � b une discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs.
On note h � xk�1 � xk. Une fonction s dé�nie sur ra; bs à valeurs réelles s'appelle spline cubique si elle est
deux fois continûment di�érentiable et si, sur chaque intervalle rxk�1;xks, elle est polynomiale de degré inférieur
ou égal à 3.

Soit f P C2pra; bs,Rq et s une spline cubique véri�ant
spxiq � fpxiq � fi, @i P v0, nw. (2.1)

Q. 1 Montrer que si
s2pbqpf 1pbq � s1pbqq � s2paqpf 1paq � s1paqq (2.2)

alors » b
a

ps2pxqq2dx ¤
» b
a

pf2pxqq2dx. (2.3)




Indications : Poser r � f � s et montrer par intégrations par parties que
³b
a
s2pxqr2pxqdx � 0.

Soient k P v1, nw et Sk un polynôme de degré inférieur ou égal à 3 véri�ant

$'''&
'''%

Skpxk�1q � fk�1 (2.4a)

Skpxkq � fk (2.4b)

S
2
kpxk�1q � mk�1 (2.4c)

S
2
kpxkq � mk. (2.4d)

Q. 2 1. Montrer l'existence et l'unicité du polynôme Sk .

2. Montrer que polynôme Sk peut s'écrire sous la forme

Skpxq � akpxk � xq3 � bkpx� xk�1q3 � αkpxk � xq � βkpx� xk�1q (2.5)

en explicitant les coe�cients pak, bk, αk, βkq en fonction de pfk�1, fk,mk�1,mkq et h. 


On note g la fonction dont la restriction à chaque intervalle rxk�1;xks, k P v1, nw, est Sk .

Q. 3 1. Véri�er que g est bien dé�nie sur ra; bs.
2. Montrer que g est une spline cubique si et seulement si, @k P v1, n� 1w,

mk�1 � 4mk �mk�1 � 6

h2
pfk�1 � 2fk � fk�1q. (2.6)
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Q. 4 1. Montrer qu'une condition nécessaire et su�sante pour que g soit une spline cubique et véri�e g2paq �
0, g2pbq � 0, est que le vecteur MMM P Rn�1 � pm0,m1, . . . ,mnqt soit solution d'un système linéaire de la
forme

AMMM � bbb (2.7)

que l'on précisera.

2. Montrer que la matrice A est inversible. 


Correction

Théorème d'intégration par parties
Soient u P C1pra; bs,Rq et v P C1pra; bs,Rq alors

» b
a

u1pxqvpxqdx � rupxqvpxqsba �
» b
a

upxqv1pxqdx.

Q. 1 On pose r � f � s. On a alors r P C2pra; bs,Rq et,
@i P v0, nw, rpxiq � 0. (2.8)

De plus

» b
a

pf2pxqq2dx �
» b
a

ps2pxq � r2pxqq2dx

�
» b
a

ps2pxqq2dx� 2

» b
a

s2pxqr2pxqdx�
» b
a

pr2pxqq2dx (2.9)

Montrons que
³b
a
s2pxqr2pxqdx � 0.

On ne peut e�ectuer une intégration par partie pour
³b
a
s2pxqr2pxqdx car r2 et s2 ne sont pas dérivables. Par

contre, on a » b
a

s2pxqr2pxqdx �
ņ

i�1

» xi

xi�1

s2pxqr2pxqdx

et, sur chaque intervalle rxi�1, xis, s2 est un polynôme de degré au plus 1. On a donc s2 P C1prxi�1, xis,Rq et
r1 P C1prxi�1, xis,Rq et il est alors possible de faire une intégration par partie avec u � r1 et v � s2 sur rxi�1, xis:» xi

xi�1

s2pxqr2pxqdx � rs2pxqr1pxqsxi
xi�1

�
» xi

xi�1

s3pxqr1pxqdx. (2.10)




Or, sur rxi�1, xis, s P R3rXs et donc s3 est constante, ce qui donne, en utilisant (2.8),» xi

xi�1

s3pxqr1pxqdx � s3pxiq
» xi

xi�1

r1pxqdx � s3pxiqprpxiq � rpxi�1qq � 0.

De (2.10), On a alors, @i P v1, nw,» xi

xi�1

s3pxqr1pxqdx � s2pxiqr1pxiq � s2pxi�1qr1pxi�1q.

En sommant, on abouti a

» b
a

s2pxqr2pxqdx � s2pxnqr1pxnq � s2px0qr1px0q � s2pbqr1pbq � s2paqr1paq.

Sous l'hypothèse (2.2) on a bien
³b
a
s2pxqr2pxqdx � 0. L'équation (2.9) devient alors

» b
a

pf2pxqq2dx �
» b
a

ps2pxqq2dx�
» b
a

pr2pxqq2dx.

D'où » b
a

pf2pxqq2dx ¥
» b
a

ps2pxqq2dx.
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Q. 2 1. Soit Φk : R3rXs ÝÑ R4 dé�nie par

ΦkpP q � pP pxk�1q, P pxkq, P 2pxk�1q, P 2pxkqqt.
L'existence et l'unicité du polynôme Sk est équivalent à la bijectivité de Φk. Cette dernière étant une
application entre deux espaces vectoriels de même dimension �nie 4, elle est bijective si et seulement si
elle est injective. Pour établir l'injectivité de Φk il faut montrer que son noyau est réduit au polynôme
nul.
Soit P P Ker Φk alors ΦkpP q � 0R4 . On en déduit que xk�1 et xk sont racines de P, et P s'écrit alors sous
la forme

P pxq � px� xk�1qpx� xkqQpxq
avec Qpxq � αx� β polynôme de degré 1.
On a

P 1pxq � px� xk�1qQpxq � px� xkqQpxq � αpx� xk�1qpx� xkq
et

P 2pxq � 2pQpxq � αpx� xk�1q � αpx� xkq.
Comme P 2pxk�1q � P 2pxkq � 0, on obtient

"
Qpxk�1q � αpxk�1 � xkq � 0,
Qpxkq � αpxk � xk�1q � 0,

ðñ
"
αpxk�1 � hq � β � 0,
αpxk � hq � β � 0,

En soustrayant la première équation à la deuxième, on obtient 3αh � 0. Comme h � 0, on obtient
α � β � 0. D'où Q � 0 et donc P � 0.

2. On a S2kpxq � 6akpxk � xq � 6bkpx � xk�1q. Pour déterminer ak et bk, on utilise les équations (2.4c) et
(2.4d) qui deviennent respectivement 6hak � mk�1 et 6hbk � mk. On obtient

ak � mk�1

6h
et bk � mk

6h
.

Pour déterminer αk et βk on utilise les équations (2.4a) et (2.4b) qui deviennent respectivement

akh
3 � αkh � fk�1 et bkh

3 � βkh � fk.

En remplaçant ak et bk par leurs valeurs, on obtient

αk � fk�1

h
� h

6
mk�1 et βk � fk

h
� h

6
mk.

Q. 3 1. On a par dé�nition @k P v1, nw, gpxq � Skpxq, @x P rxk�1, xks. Le problème de dé�nition de g
provient du fait que g est dé�nie deux fois en xk, k P v1, n� 1w. En e�et, on a

gpxkq � Skpxkq et gpxkq � Sk�1pxkq.
Or par construction des Sk, on a Skpxkq � Sk�1pxkq � fk et donc la fonction g est bien dé�nie sur ra, bs.

2. Par construction, sur chaque intervalle rxk�1;xks, la fonction g est polynomiale de degré inférieur ou égal
à 3. Pour quelle soit un spline cubique, il reste à démontrer qu'elle est deux fois continûment di�érentiable
sur ra, bs. Il su�t pour celà de véri�er qu'en chaque point xk, k P v1, n� 1w, la fonction g est continue et
admet des dérivées premières et secondes.
La continuité est immédiate puisque gpxkq � fk. Pour les dérivées premières et secondes, il faut que leurs
limites à gauche et à droite soient égales, c'est à dire

@k P v1, n� 1w, S1kpxkq � S1k�1pxkq et S2kpxkq � S2k�1pxkq.
Par construction des Sk, la seconde équation est immédiate : S2kpxkq � S2k�1pxkq � mk. On a S1kpxq �
�3akpxk � xq2 � 3bkpx� xk�1q2 � αk � βk et donc

S1kpxkq � 3bkh
2 � αk � βk � h

2
mk � 1

h
pfk � fk�1q � h

6
pmk �mk�1q

De même, on obtient

S1k�1pxkq � �3ak�1h
2 � αk�1 � βk�1 � �h

2
mk � 1

h
pfk�1 � fkq � h

6
pmk�1 �mkq

4



Donc g sera dérivable en xk si S1kpxkq � S1k�1pxkq, c'est à dire si

h

2
mk � 1

h
pfk � fk�1q � h

6
pmk �mk�1q � �h

2
mk � 1

h
pfk�1 � fkq � h

6
pmk�1 �mkq

ce qui s'écrit encore, @k P v1, n� 1w,

mk�1 � 4mk �mk�1 � 6

h2
pfk�1 � 2fk � fk�1q

Q. 4 1. La condition g2paq � 0 se traduit par S21 px0q � 0 or par (2.4c) avec k � 1 on a S21 px0q � m0 d'où
m0 � 0.
La condition g2pbq � 0 se traduit par S2npxnq � 0 or par (2.4d) avec k � n on a S2npxnq � mn d'où mn � 0.
Pour déterminer les mk, k P v0, nw, on a n� 1 équations linéaires qui s'écrivent sous la forme matricielle
AMMM � bbb avec

A �

�
��������

1 0 0 . . . 0

1 4 1
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . 1 4 1

0 . . . 0 0 1

�
�������


et bbb � 6

h2

�
������

0
f0 � 2f1 � f2

...
fn�2 � 2fn�1 � fn

0

�
�����


2. La matrice A est à diagonale strictement dominante : elle est donc inversible. 


♦

Exercice 3 (6 pts)

Soient f P C5pR,Rq, x P R et H un réel strictement positif et h Ps0, Hs. On note Dh l'opérateur dé�ni par

Dh fpxq � fpx� h{2q � fpx� h{2q. (3.1)

Q. 1 Montrer que l'opérateur Dh est linéaire. 


Q. 2 Montrer qu'il existe ξ� P rx, x� h{2s, ξ� P rx� h{2, xs tels que

Dh fpxq
h

� f 1pxq � f p3qpxq
24

h2 � f p5qpξ�q � f p5qpξ�q
5!25

h4. (3.2)




Q. 3 1. En déduire l'expression de f 1pxq en fonction de Dh{2 fpxq et Dh fpxq avec un reste qui s'écrit sous
la forme Chh

4 où Ch dépend de la dérivée cinquième de f.

2. Montrer que l'on a

����f 1pxq � 8fpx� h{4q � 8fpx� h{4q � fpx� h{2q � fpx� h{2q
3h

���� ¤ Ch4 (3.3)

où C dépend uniquement de la dérivée cinquième de f, de x et de H. 


Correction

Théorème de Taylor-Lagrange
Soit f P Cnpra, bs,Rq. @t Psa, bs, Dξ Psa, tr tel que

fptq � fpaq �
n�1̧

i�1

pt� aqk
k!

f pkqpaq � pt� aqn
n!

f pnqpξq (3.4)

On note E l'espace vectoriel des fonctions dé�nies sur R à valeurs réelles.
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Q. 1 On a alors "
Dh : E ÝÑ E

f ÞÝÑ Dh f

avec @x P R Dh fpxq � fpx� h{2q � fpx� h{2q.
Soient pλ, µq P R2 et pf, gq P E2. On a @x P R

Dhpλf � µgqpxq � pλf � µgqpx� h{2q � pλf � µgqpx� h{2q
� λfpx� h{2q � µgpx� h{2q � λfpx� h{2q � µgpx� h{2q car E est un E.V.

� λpfpx� h{2q � fpx� h{2qq � µpgpx� h{2q � gpx� h{2qq
� λDh fpxq � µDh gpxq.

Donc Dhpλf � µgq � λDh f � µDh g : l'opérateur Dh est bien linéaire. 


Q. 2 On applique le théorème de Taylor-Lagrange : Dξ� Psx, x� h{2r, tel que

fpx� h{2q � fpxq � h

2
f p1qpxq �

�
h

2


2
f p2qpxq

2!
�
�
h

2


3
f p3qpxq

3!
�
�
h

2


4
f p4qpxq

4!
�
�
h

2


5
f p5qpξ�q

5!
(3.5)

De même, Dξ� Psx� h{2, xr, tel que

fpx� h{2q � fpxq � h

2
f p1qpxq �

�
h

2


2
f p2qpxq

2!
�
�
h

2


3
f p3qpxq

3!
�
�
h

2


4
f p4qpxq

4!
�
�
h

2


5
f p5qpξ�q

5!
(3.6)

En soustrayant (3.6) à (3.5), on obtient

fpx� h{2q � fpx� h{2q � hf p1qpxq � 2

�
h

2


3
f p3qpxq

3!
�
�
h

2


5
1

5!
pf p5qpξ�q � f p5qpξ�qq (3.7)

ce qui donne
Dh fpxq

h
� f p1qpxq � h2

24
f p3qpxq � h4

255!
pf p5qpξ�q � f p5qpξ�qq (3.8)




Q. 3 1. De l'égalité (3.8), on obtient Dξ1� Psx, x� h{4r, et Dξ1� Psx� h{4, xr, tel
Dh{2 fpxq
h{2 � f p1qpxq � ph{2q2

24
f p3qpxq � ph{2q4

255!
pf p5qpξ1�q � f p5qpξ1�qq (3.9)

En soustrayant 4 fois (3.9) à (3.8) on obtient

Dh fpxq
h

� 4
Dh{2 fpxq
h{2 � �3f p1qpxq � h4

255!
pf p5qpξ�q � f p5qpξ�qq � 4

ph{2q4
255!

pf p5qpξ1�q � f p5qpξ1�qq

c'est à dire

Dh fpxq � 8 Dh{2 fpxq
h

� �3f p1qpxq � h4

255!

�
f p5qpξ�q � f p5qpξ�q � 1

4
pf p5qpξ1�q � f p5qpξ1�qq



.

On en déduit

f p1qpxq � 8 Dh{2 fpxq �Dh fpxq
3h

� h4

3� 255!

�
f p5qpξ�q � f p5qpξ�q � 1

4
pf p5qpξ1�q � f p5qpξ1�qq



. (3.10)

2. A partir de (3.9) et en utilisant

8 Dh{2 fpxq �Dh fpxq � 8fpx� h{4q � 8� fpx� h{4q � fpx� h{2q � fpx� h{2q
on obtient

Epfq �
����f p1qpxq � 8fpx� h{4q � 8� fpx� h{4q � fpx� h{2q � fpx� h{2q

3h

����
¤ h4

3� 255!

����f p5qpξ�q � f p5qpξ�q � 1

4
pf p5qpξ1�q � f p5qpξ1�qq

����
¤ h4

3� 245!
p1� 1{4q max

tPrx�h{2,x�h{2s
|f p5qptq|

¤ h4

3� 245!
p1� 1{4q max

tPrx�H{2,x�H{2s
|f p5qptq|. 
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♦

Exercice 4 (10 pts)

Q. 1 1. Déterminer α, β et γ pour que la formule de quadrature

» 1

�1

fpxqdx � αfp�1q � βfp0q � γfp1q (4.1)

soit au moins d'ordre 2.

2. Montrer que cette formule est au plus d'ordre 3. 


On suppose que f P C4pr�1, 1s,Rq, et on note µ � f 1p0q.
Q. 2 1. Etablir qu'il existe un unique polynôme P de degré 3 tel que P p�1q � fp�1q, P p0q � fp0q, P p1q �

fp1q et P 1p0q � µ.

2. Montrer que quelque soit x P r�1; 1s il existe ξx Ps � 1; 1r tel que

fpxq � P pxq � px� 1qx2px� 1q
4!

f p4qpξxq. (4.2)

Indication : On peut étudier les zéros de la fonction ϕ : t ÞÝÑ pfptq � P ptqq�pfpxq � P pxqq pt� 1qt2pt� 1q
px� 1qx2px� 1q .

3. En déduire qu'il existe une constante M dépendant de f p4q telle que

|
» 1

�1

fpxqdx� pαfp�1q � βfp0q � γfp1qq| ¤ M

90
. (4.3)




Q. 3 Soient c P R, h ¡ 0 et g P C4prc, c� hs,Rq.

1. Déduire de (4.1) une formule de quadrature pour le calcul de

» c�h
c

gptqdt.

2. Montrer que l'erreur de quadrature est majorée par M
2880h

5 où l'on determinera la constante M. 


Q. 4 Soit pxkqkPv0,nw une discrétisation régulière1 de l'intervalle ra, bs. Soit v P C4pra, bs,Rq.

1. A partir de (4.1), expliciter la formule composite associée permettant d'approcher
³b
a
vpsqds et utilisant

la discrétisation pxkqkPv0,nw.
2. Calculer son erreur de quadrature. 


Correction

Q. 1 1. La formule de quadrature (4.1) est au moins d'ordre 2 si et seulement si elle est exacte pour fpxq � 1,
fpxq � x et fpxq � x2, c'est-à-dire si:

» 1

�1

1dx � α� β � γ,

» 1

�1

xdx � �α� γ,

» 1

�1

x2dx � α� γ,

ce qui équivaut au système linéaire suivant:

$&
%

α� β � γ � 2,
�α� γ � 0,
α� γ � 2

3 .

Ce système a une unique solution : pα, β, γq � p 13 , 43 , 13 q.
1x0 � a, xn � b et xk�1 � xk � h avec h pas constant
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2. Montrons que cette formule est d'ordre 3. On a

» 1

�1

x3dx � 1
3 � p�1q3 � 1

3 � p1q3,» 1

�1

x4dx � 1
3 � p�1q4 � 1

3 � p1q4,

donc la formule de quadrature (4.1) avec pα, β, γq � p 13 , 43 , 13 q est exacte pour les polynômes de degré
inférieur ou égal à 3 et n'est plus exacte pour les polynômes de degré 4, elle est donc d'ordre 3. 


Q. 2 1. Trouver P de degré 3 tel que $''&
''%

P p�1q � fp�1q
P p0q � fp0q
P p1q � fp1q
P 1p0q � ν

(4.4)

équivaut à trouver a, b, c, d tels que P pxq � ax3 � bx2 � cx � d véri�e (4.4). Il s'agit d'un système carré
d'ordre 4, il su�t donc de montrer l'unicité : soient P et Q deux polynômes de degré 3 véri�ant (4.4).
Alors le polynôme E dé�nit par E � P �Q est de degré 3 et véri�e$''&

''%

Ep�1q � 0
Ep0q � 0
Ep1q � 0
E1p0q � 0

(4.5)

En écrivant E sous la forme Epxq � a1x
3 � b1x2 � c1x� d1, les deuxième et quatrième équations de (4.5)

donnent d1 � c1 � 0, puis les première et troisième équations de (4.5) donnent a1 � b1 � 0, d'où E � 0
et donc P � Q ce qui donne l'unicité de P (et donc aussi l'existence, puisqu'on a un système carré).

2. Soit x P r�1; 1s, avec x di�érent de �1, 0, 1. Considérons la fonction

ϕ : t ÞÝÑ pfptq � P ptqq � pfpxq � P pxqq pt� 1qt2pt� 1q
px� 1qx2px� 1q .

Cette fonction s'annule aux points �1, 0, 1 et x. Par le théorème de Rolle sa dérivée s'annule en trois
points distincts de �1, 0, 1, x, mais elle s'annule aussi au point 0. En appliquant trois fois le théorème de
Rolle à cette dérivée, on obtient l'existence d'un point ξx Ps � 1; 1r tel que

ϕp4qpξxq � 0.

La dérivée quatrième de P est nulle et celle de t ÞÝÑ pt� 1qt2pt� 1q vaut 4!. On en déduit que

0 � ϕp4qpξxq � f p4qpξxq � pfpxq � P pxqq � 4!

px� 1qx2px� 1q ,

ce qui implique (4.2).

3. Comme f P C4pr�1, 1s,Rq, on pose M � supξPr�1,1s |f p4qpξq|. Alors (4.2) implique

����
» 1

�1

pfpxq � P pxqqdx
���� ¤M

����
» 1

�1

px� 1qx2px� 1q
4!

dx

���� ,
d'où ����

» 1

�1

fpxqdx�
» 1

�1

P pxqqdx
���� ¤ M

90
.

Or la formule de quadrature (4.1) est d'ordre 3, et P P R3rXs, elle est donc exacte pour P. On a donc

» 1

�1

P pxqqdx � 1

3
P p�1q � 4

3
P p0q � 1

3
P p1q

� 1

3
fp�1q � 4

3
fp0q � 1

3
fp1q.

On obtient alors ����
» 1

�1

fpxqdx�
�

1

3
fp�1q � 4

3
fp0q � 1

3
fp1q


���� ¤ M

90
. (4.6)
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Q. 3 1. En e�ectuant le changement de variable t � upxq � h
2x� c� h

2 et en posant f � g � u on obtient

» c�h
c

gptqdt � h

2

» 1

�1

g � upxqdx

� h

2

» 1

�1

fpxqdx

� h

2

�
1

3
fp�1q � 4

3
fp0q � 1

3
fp1q



, d'après (4.1)

� h

6

�
gpcq � 4gpc� h

2
q � gpc� hq



.

2. On a

Epgq �
�����
» c�h
c

gptqdt� h

6

�
gpcq � 4gpc� h

2
q � gpc� hq


�����
�

����h2
» 1

�1

g � upxqdx� h

2

�
1

3
fp�1q � 4

3
fp0q � 1

3
fp1q


����
� h

2

����
» 1

�1

fpxqdx�
�

1

3
fp�1q � 4

3
fp0q � 1

3
fp1q


����

Comme f � g � u P C4pr�1, 1s,Rq, car g P C4prc, c� hs,Rq on peut appliquer (4.6) pour obtenir

Epgq ¤ h

2

1

90
sup

ξPr�1,1s
|f p4qpξq|.

De plus on a par dérivations successives f p1qpxq � h
2 g

p1qptq, f p2qpxq � �
h
2

�2
gp2qptq, f p3qpxq � �

h
2

�3
gp3qptq

et en�n f p4qpxq � �h2 �4 gp4qptq. L'erreur de quadrature est donc majorée par

Epgq ¤ h

2

1

90

�
h

2


4

sup
tPrc,c�hs

|gp4qptq|

¤ h5

2880
M (4.7)

avec M � suptPrc,c�hs |gp4qptq|. 


Q. 4 1. Par la relation de Chasles, on obtient

» b
a

vpsqds �
n�1̧

k�0

» xk�1

xk

vpsqds �
n�1̧

k�0

» xk�h

xk

vpsqds,

D'après la question précédente avec c � xk et f � v, on a

» xk�h

xk

vpsqds � h

6

�
vpxkq � 4vpxk � h

2
q � vpxk � hq



.

Ainsi on obtient la formule de quadrature composite suivante:

» b
a

vpsqds � h

6

n�1̧

k�0

�
vpxkq � 4vpxk � h

2
q � vpxk�1q



.

2. D'après (4.7), on a

�����
» xk�h

xk

vpsqds� h

6

�
vpxkq � 4vpxk � h

2
q � vpxk � hq


����� ¤
h5

2880
Mk (4.8)
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avec Mk � supxPrxk,xk�1s |vp4qpxq|. L'erreur de quadrature Epvq est donnée par

Epvq �
�����
» b
a

vpsqds� h

6

n�1̧

k�0

�
vpxkq � 4vpxk � h

2
q � vpxk�1q


�����
�

�����
n�1̧

k�0

�» xk�1

xk

vpsqds� h

6

�
vpxkq � 4vpxk � h

2
q � vpxk�1q



�����
¤

n�1̧

k�0

����
» xk�1

xk

vpsqds� h

6

�
vpxkq � 4vpxk � h

2
q � vpxk�1q


����
En utilisant l'inéquation (4.8), et en notant M̄ � supxPra,bs |vp4qpxq| on obtient

Epvq ¤ h5

2880

n�1̧

k�0

Mk

¤ h5

2880
nM̄

¤ h4

2880
pb� aqM̄ 


♦
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