L3-Math Analyse Numérique
Institut Galilée Année 2013-2014

EXAMEN DU 9 JANVIER 2014
durée : 3h.

Sans document ni appareil électronique, une feuille (recto seul) manuscrite de notes personnelles est
autorisée. Tous les calculs doivent étre justifiés et rédigés avec soin.

Vous devez choisir et rendre les exercices parmi ’une des trois possibilités suivantes:

choix A : Exercices 1,2 et 3
choix B : Exercices 1, 3 et 4
choix C : Exercices 2 et 4

EXERCICE 1 (4 pts)

Soit A, la matrice définie par

2 a 0
A,=1la 2 «
0 a 2
Q. 1 Pour quelles valeurs de o la méthode itérative de Jacobi converge-t-elle ? .
Q. 2 Pour quelles valeurs de o la méthode itérative de Gauss-Seidel converge-t-elle ? .
On pose
2 00 0 0 0 0 —«a 0
D=0 2 0 |, E=| —« 0 0 |,F=1] 0 0 —«
0 0 2 0 —a O 0 0 0
etonaalors A=D—E—TF.
Q. 1 La matrice de Jacobi J est donnée par
100 0 —a 0 0 —i1a 0
J=D*E+F)=[ 0 % 0 —a 0 —a |=| -ia 0 —ja
00 2 0 —a 0 0 —ia 0

La méthode itérative de Jacobi converge si et seulement si p(J) < 1. On va donc calculer les valeurs propres
de J qui sont les racines de son polynéme caractéristique Pj. On a

—t —%a 0 t %a 0
Py(t) = det(J — tI) = det [ —F —t —ta | =—det| ja t s
0 —%a —t 0 %oz t

Apreés calcul, on obtient

;1
Py(t) = —t3 + 3 o’t.

Les racines de Py sont 0 et i§|a|. Pour obtenir la convergence de la méthode de Jacobi, il faut et il suffit que
Y2|a| < 1 cest a dire a €] — v/2,V2[. .

Q. 2 La matrice de Gauss-Seidel £; est donnée par

2 00 0 —a 0
Li=D-E)'F=| a 2 0 0 0 —«a
0 2 0 0 0
Comme )
2.0 0\ i 0 0
@ 20 =| —ia 30
0 a 2 %cﬁ —ia %



on obtient

0 —sa 0 0 —da 0

_ 1% 2 1 _ 2
L = 0 %oz —5 =—1 0 2a° -4«
0 —go ioﬁ 0 —ao® 2a?

La méthode itérative de Gauss-Seidel converge si et seulement si p(£1) < 1. On va donc calculer les valeurs
propres de £ qui sont les racines de son polynéme caractéristique Pz,. On a

—t —%a 0 t %a 0
P (t) =det(Ly —tl) =det | 0 1a?—t —fa | =—det| 0 —1a%+t Ta
0 —%a?’ %oﬂ—t 0 éoﬁ —iaQ t

Apreés calcul, on obtient

, 1
Pr (t) = =2 + 3 a’t.

Les racines de P, sont donc 0 et 0‘72 Pour obtenir la convergence de la méthode de Gauss-Seidel, il faut et il
suffit que @ 1 cest a dire a €] —V2,V2[. .

2
O

EXERCICE 2 (10 pts)

Soient m > 3 un entier et a = xp < x1... < Tp—1 < T, = b une discrétisation réguliere de l'intervalle [a, b].
On note h = xp41 — x. Une fonction s définie sur [a;b] & valeurs réelles s’appelle spline cubique si elle est
deux fois contintiment différentiable et si, sur chaque intervalle [z_1; zx], elle est polynomiale de degré inférieur
ou égal a 3.

Soit f € C?([a;b],R) et s une spline cubique vérifiant

s(z;) = f(z;) = fi, Vie[0,n]. (2.1)
Q. 1 Montrer que si

alors

b b
j (s"(2))2dz < j (" ()% (2.3)

a a

Indications : Poser r = f — s et montrer par intégrations par parties que SZ s"(x)r" (z)dx = 0.

Soient k € [1,n] et Sk un polynome de degré inférieur ou égal a 3 vérifiant

Sk(zr—1) = fr—1 (2.4a)
Sk(zk) = fr (2.4b)
Sk(@e-1)  =mr1 (2.4¢)
Sk(zk) = my. (2.4d)

Q. 2 1. Montrer lexistence et l’unicité du polynome Sy, .
2. Montrer que polynome Sy peut s’écrire sous la forme
Sk(z) = ar(zp — 2)° + b(@ — 251)° + arlzr — ) + Br(e — zx—1) (2.5)
en explicitant les coefficients (a, by, ak, Br) en fonction de (fr—1, fi, mk—1, M) et h. .
On note g la fonction dont la restriction a chaque intervalle [z;_1; 2], k € [1,n], est Sk .
Q. 3 1. Vérifier que g est bien définie sur [a;b].

2. Montrer que g est une spline cubique si et seulement si, Vk € [1,n — 1],

6
Mg+1 +4dmyg + mp—1 = ﬁ(fk-&-l —2fr + fk—1)~ (2.6)




Q. 4 1. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que g soit une spline cubique et vérifie " (a) =
0, g"(b) = 0, est que le vecteur M € R"*! = (mg,mq,...,my)" soit solution d’un systéme linéaire de la

forme
AM =b (2.7)

que l'on précisera.

2. Montrer que la matrice A est inversible. =

Correction

Théoréme d’intégration par parties
Soient u € C'([a;b],R) et v € C*([a;b],R) alors

Q. 1 On pose r = f —s. On a alors 7 € C%([a; b], R) et,
Vie [0,n], r(x;) =0. (2.8)
De plus

b b
f (f"(0)%dr = f (s"(x) + 1" (2))de

a a

b

f)(s”(x))2dx +2 f) s"(z)r" (z)dz + f (" (z))*dx (2.9)

a a a

Montrons que SZ s"(x)r"(z)dx = 0.
On ne peut effectuer une intégration par partie pour Sz s"(x)r"(x)dx car " et s” ne sont pas dérivables. Par
contre, on a

Jb s"(x)r" (x)dx = éjn s"(x)r" (x)dw

a Tio1

et, sur chaque intervalle [z;_y, z;], s” est un polynéme de degré au plus 1. On a donc s” € C*([z;_1,7;],R) et
r" € CY([xi_1,7;],R) et il est alors possible de faire une intégration par partie avec u = 7' et v = s” sur [z;_1, x;]:

[ s@r@i = weror, - [ e (2.10)

Ti—1 Ti—1 -

Or, sur [z;_1,2;], s € R®[X] et donc s” est constante, ce qui donne, en utilisant (2.8),

T4

Jz " (x)r' (x)dx = s”’(a:i)J r(x)dx = 8" (x;)(r(z;) — r(z;_1)) = 0.

Tij—1 XTi—1

De (2.10), On a alors, Vi € [1,n],

En sommant, on abouti a

b
J s"(x)r" (x)dz = 8" ()1 (2,) — 8" (x0)r' (x0) = 8" (b)r'(b) — 8" (a)r(a).

Sous I’hypothése (2.2) on a bien SZ s"(x)r" (x)dz = 0. L’équation (2.9) devient alors

b

Jb(f”(m))Qd:c = f b(s”(x))Qda: + f (r"(2))dz.

a a a

D’ou



Q. 2

Q. 3

1. Soit @) : R3[X] — R* définie par
O (P) = (P(zk-1), Pzr), P" (21-1), P" (k)"

L’existence et 'unicité du polyndéme Sy est équivalent & la bijectivité de ®y. Cette derniére étant une
application entre deux espaces vectoriels de méme dimension finie 4, elle est bijective si et seulement si
elle est injective. Pour établir I'injectivité de @ il faut montrer que son noyau est réduit au polynéme
nul.

Soit, P € Ker @, alors ®;(P) = Ogs. On en déduit que xx_1 et z; sont racines de P, et P s’écrit alors sous
la forme

P(z) = (x — z1)(z — 2)Q()
?)vec Q(z) = ax + B polynome de degré 1.
Plx)=(z—x, 1)Q(x) + (v — 21)Q(2) + alx — x1_1)(x — 1)
et
P"(z) =2(Q(z) + ax — xp—1) + a(z — 7).

Comme P"(xi_1) = P"(x) = 0, on obtient

Q(zp—1) + a(zp—1 —x) = 0, — a(zg1—h)+p = 0,
Qzy) + alzr — xKp—1) = 0, oz +h)+p = 0,

En soustrayant la premiére équation a la deuxiéme, on obtient 3ah = 0. Comme h # 0, on obtient
a=F=0.Dou @ =0 et donc P=0.

On a S)(x) = 6ay(zr — ) + 6bg(x — zx—1). Pour déterminer ay, et by, on utilise les équations (2.4c) et
(2.4d) qui deviennent respectivement 6hay = mg—1 et 6hby = my. On obtient
my

mr—1
b by = 1k
6n VR T p

ap =

Pour déterminer oy, et 8 on utilise les équations (2.4a) et (2.4b) qui deviennent respectivement
aph® + agh = fu_1 et bph® + Brh = f.

En remplacant ay et by par leurs valeurs, on obtient

fr—1 fe h

ap = T—Emk—l et B = ﬁ—gmk

1. On a par définition Yk € [1,n], g(z) = Sk(x), Vo € [zr_1,2k]. Le probléme de définition de g
provient du fait que g est définie deux fois en xy, k € [1,n — 1]. En effet, on a

9(xr) = Sk(wk) et g(wx) = Sky1(wk).
Or par construction des Sk, on a Sk(xg) = Sg+1(xk) = fir et donc la fonction g est bien définie sur [a, b].

Par construction, sur chaque intervalle [x_1; 2], la fonction g est polynomiale de degré inférieur ou égal
4 3. Pour quelle soit un spline cubique, il reste & démontrer qu’elle est deux fois continiment différentiable
sur [a,b]. Il suffit pour cela de vérifier qu’en chaque point xy, k € [1,n — 1], la fonction g est continue et
admet des dérivées premiéres et secondes.

La continuité est immeédiate puisque g(zx) = fi. Pour les dérivées premiéres et secondes, il faut que leurs
limites & gauche et a droite soient égales, c’est & dire

Vi e [1,n—1], Sp(zk) = Spa (@) et Sg(ar) = Sgpq(zh).

Par construction des Sk, la seconde équation est immédiate : Sj/(zx) = Si,;(zx) = mp. On a Sj(z) =
—3ap(zp — )% + 3b(x — 21_1)% — o + B et donc

h 1 h
Sp () = 3bph® — a + B = o5+ E(fk — fi—1) — g(mk — my—1)

De méme, on obtient

1

h h
Sy (zr) = =3ag41h® — a1 + Bryr = —5 Mk + E(fk+1 - fr) — 6(mk+1 — my)



Donc g sera dérivable en xy si S} (73) = S}, (zx), c’est & dire si

h 1 . h h 1 i h
57+ E(fk — fr—1) — g(mk —my_1) = —5met E(karl — fr) — g(mkﬂ —my)

ce qui s’écrit encore, Vk € [1,n — 1],

6
M1 +4dmy +mp_1 = hj(fkﬂ —2fk + fr—1)

Q.4 1. La condition ¢g"(a) = 0 se traduit par Sy (xo) = 0 or par (2.4c) avec k = 1 on a S{(xg) = mo d’on
mg = 0.
La condition ¢”(b) = 0 se traduit par S”(z,) = 0 or par (2.4d) avec k = n on a S”(x,) = m,, ot m,, = 0.
Pour déterminer les my, k € [0,n], on a n + 1 équations linéaires qui s’écrivent sous la forme matricielle

AM =b avec
1 0 0 ... 0
. 0
14 1 T fo=2f1+f2
1 4 1 fn—2_2£n—1+fn
0 0 0 1
2. La matrice A est a diagonale strictement dominante : elle est donc inversible. ]

EXERCICE 3 (6 pts)

Soient f € C°(R,R), x € R et H un réel strictement positif et h €]0, H]. On note Dy, I'opérateur défini par
Dy f(2) = f(z +h/2) — f(z — h/2). (3.1)
Q. 1 Montrer que l'opérateur Dy, est linéaire. =
Q. 2 Montrer qu’il existe &, € [x,x + h/2], £ € [x — h/2,z] tels que

(3) (5) (5)
%(x) - @)+ flfc)hz+ e (£+>5g5f &) (3.2)

Q.3 1. En déduire 'expression de f'(x) en fonction de Dy, f(x) et Dy f(z) avec un reste qui s’écrit sous
la forme C,h* ou C}, dépend de la dérivée cinquiéme de f.

2. Montrer que l'on a

8f(x 4+ h/4) —8f(x — h/4) — f(x + h/2) + f(z — h/2)

f(z) = 7 < Oh? (3.3)
ot C dépend uniquement de la dérivée cinquiéme de f, de x et de H. =
[ Théoréme de Taylor-Lagrange
Soit f € C"([a,b],R). Yt €]a, b], 3¢ €]a, [ tel que
n—1 &
10 = 5@ + 3, 10 + 0 (3.9

On note & 'espace vectoriel des fonctions définies sur R & valeurs réelles.




Q. 1 On a alors

{Dh2€—>5
f — Dnf

avec Yz € R Dy, f(z) = f(x + h/2) — f(x — h/2).
Soient (A, 1) e R? et (f,g) € 2. OnaVzeR

Du(Af +pg)(@) = (A +pg)(@ + h/2) — (Af + pg)(x — h/2)
= M(z+h/2) +pg(z+h/2) = Af(x — h/2) — ug(x — h/2) car € est un E.V.
= Mf(z+h/2) = f(z = 1/2)) + p(g(z + h/2) — g(x — h/2))
= ADy f(z) + uDy g(z).
Donc Dy (Af + pg) = ADy f + 1Dy g : Popérateur Dy, est bien linéaire. .

Q. 2 On applique le théoréme de Taylor- Lagrange 3¢, €lx,x + h/2[ tel que

( < ) f<4i!(x)+<f2l>5f(5;(!£+) (3.5)

) 5
o (4 > e L ( ) f(4i!(x)_</21>5f‘5)5(!€—) 56

3 £(3) T 5
flas b = fe-n2 =nf0@ 42 (3) T2+ (5) Gudien+ /o€ e

o h2) = @+ 0 + () 1

De méme, 3¢_ €] — h/2, x[, tel que

Fle—h/2) = f(a) ~ 20 () + ()

En soustrayant (3.6) & (3.5), on obtient

ce qui donne
Dy, f(z)

- D) + 1) (38)

(@) + )
24 2‘)5'

Q. 3 1. Del’égalité (3.8), on obtient 3¢/, €]z, x + h/4[, et IE_ €]x — h/4, x], tel
Dy f() (h/2) (h/2)"

iz =@+ T @)+ S () + 10 E) (39)
En soustrayant 4 fois (3.9) 4 (3.8) on obtient
Do) _ 22 JD) y0a) + (e + 1) - 152 (1) + 1O(E)
c’est a dire
D= eI g0y + i (5960 + 59 - U + 1)
On en déduit
fi) = RO ZD ) (00 + 10 - {UOE) + FOE)) . @10

2. A partir de (3.9) et en utilisant
8Duy2 f(2) —Dn f(2) = 8f(z + h/4) =8 + f(x — h/4) — f(x + h/2) + f(z — h/2)

on obtient
By = |0 - SISl = et ) ¢ S h/2>‘
< e+ o) - Lo + o ))‘
= 3 x 255! * 4 + -
4
v (5)
< 3 x 245! (1+1/4) tE[wfﬁg:};Jrh/ﬂ £ )]
h4
(5) .
3 x 245'( +1/4 )te[z—I—rII/lg,)x(+H/2] FE L



EXERCICE 4 (10 pts)

Q.1 1. Déterminer «, 3 et v pour que la formule de quadrature

|| t@iz ~ a0+ 50)+270) (@)

s0it au moins d’ordre 2.
2. Montrer que cette formule est au plus d’ordre 3. .
On suppose que f € C*([—1,1],R), et on note . = f'(0).
Q. 2 1. Etablir qu’il existe un unique polynéme P de degré 3 tel que P(—1) = f(—1), P(0) = f(0), P(1) =
7(1) et P'(0) = p.
2. Montrer que quelque soit x € [—1;1] il existe &, €] — 1; 1] tel que

(x4 1)a%(z —1)

). (42)

f(z) = P(x) +
Indication : On peut étudier les zéros de la fonction ¢ : t — (f(t) — P(t))—(f(x) — P(z))

3. En déduire qu’il existe une constante M dépendant de f* telle que

||| r@)s = (a=1)+ 8£0) + £ < 5. (4.3

Q. 3 Soient ce R, h >0 et g€ C*([c,c+ h],R).

c+h
1. Déduire de (4.1) une formule de quadrature pour le calcul de f g(t)dt.

c

2. Montrer que l’erreur de quadrature est majorée par %hs ot l’on determinera la constante M. =

Q. 4 Soit (21)kefo,n] une discrétisation réguliére' de Uintervalle [a,b]. Soit v € C*([a, b],R).

1. A partir de (4.1), expliciter la formule composite associée permettant d’approcher SZU(s)ds et utilisant
la discrétisation (T )refo,n]-

2. Calculer son erreur de quadrature. =

Correction

Q.1 1. La formule de quadrature (4.1) est au moins d’ordre 2 si et seulement si elle est exacte pour f(z) = 1,
f(x) =z et f(x) = 22, c’est-a-dire si:

1 1 1
f ldr = a + B+ 7, J rdr = —a + 7, J 22dr = o + 7,
—1 —1

-1

ce qui équivaut au systéme linéaire suivant:

|

Q

+

2

Il
Wi O N

lzg =a, zn = bet x4 1 = ) + h avec h pas constant



2.

Q. 2

Montrons que cette formule est d’ordre 3. On a

1
f ddr = 2 x (13 + 4 x (1),
—1
1
J lde # Lx (=141 x (14
—1
donc la formule de quadrature (4.1) avec («, 3,7) = (%, %, %) est exacte pour les polynomes de degré
inférieur ou égal a 3 et n’est plus exacte pour les polynomes de degré 4, elle est donc d’ordre 3. =
1. Trouver P de degré 3 tel que
P(=1) = f(-1)
pPO) = f(0)
4.4
POy = () ()
P'(0) = v

équivaut a trouver a, b, c, d tels que P(x) = ax® + bx? + cx + d vérifie (4.4). 1l s’agit d’un systéme carré
d’ordre 4, il suffit donc de montrer I'unicité : soient P et () deux polynomes de degré 3 vérifiant (4.4).
Alors le polynome F définit par E = P — QQ est de degré 3 et vérifie

E(-1) = 0
EO0) = 0
B = 0 (4.5)
E'(0) 0

En écrivant F sous la forme E(x) = a12® + biz* + c1z + d1, les deuxiéme et quatriéme équations de (4.5)
donnent d; = ¢; = 0, puis les premiére et troisiéme équations de (4.5) donnent a3 = b; =0, dou E =0
et donc P = @ ce qui donne 'unicité de P (et donc aussi l'existence, puisqu’on a un systéme carré).

Soit € [—1;1], avec x différent de —1,0,1. Considérons la fonction

2(4 —
o1t () = PO) - (o) - Pl (AL

Cette fonction s’annule aux points —1,0,1 et x. Par le théoréme de Rolle sa dérivée s’annule en trois
points distincts de —1,0, 1, z, mais elle s’annule aussi au point 0. En appliquant trois fois le théoréme de
Rolle a cette dérivée, on obtient l'existence d’un point &, €] — 1; 1] tel que

La dérivée quatriéme de P est nulle et celle de ¢ — (¢ + 1)t?(t — 1) vaut 4!. On en déduit que

41

0= (&) = fV&) = V@) = PO) + e =1

ce qui implique (4.2).
Comme f € C*([—1,1],R), on pose M = SUPgef—1,1] | (). Alors (4.2) implique

1 20
<M‘f (x+ 1a*(x 1)dm
1 4

)

[ ) - pnas

Ull f(x)dx — fll P(z))dx| < 9—‘]%

Or la formule de quadrature (4.1) est d’ordre 3, et P € R3[X], elle est donc exacte pour P. On a donc

L Pa))dz — %P(—l) + gp(o) + éP(l)
= SF(D) + 350) + 5/,
On obtient alors . . A . o
[ s (3104 350+ 51 < g5 (4.6)



Q. 3 1. En effectuant le changement de variable ¢t = u(z) = %x +c+ % et en posant f = g ow on obtient

cth 1
J g(t)dt = g J;l go U(.Z‘)dx
= gf_l f(x)dx
~ g (;f(_l) + gf(()) + ;f(U) , d’aprés (4.1)

~ % (g(c) +4g(c+ g) +g(c+ h)) .

2. On a

c+h
| gumw—g(m@+4mc+g>+ﬂc+hﬁ‘

_ ‘Zjl g0 u(z)de — g (;f(—l) + %f(O) + ;f(l))‘

1
! fl f(x)d — <;f(—1) FER0) + ;f(l))‘

Comme f = gowu e C*[—1,1],R), car g € C*([¢c,c + h],R) on peut appliquer (4.6) pour obtenir

h 1

FE(g) < =— sup f(4)§.
@ <555, 3, 19O

De plus on a par dérivations successives f(M(z) = 29 (1), f@(2) = (%)2‘(](2)(t)7 @) (z) = (%)39(3) (t)

et enfin ) (z) = (%)4 g™ (t). Lerreur de quadrature est donc majorée par

1 (h\*
E(g) < —-— <> sup  |gW(t
( ) 290 \ 2 te[c,c+h] | ( )|

h5
2880

< M (4.7)

avec M = SUPte[c,c+h] |9(4)(t)|~ )

Q.4 1. Par la relation de Chasles, on obtient

Jb v(s)ds = ”21 JIHI v(s)ds = ni:l fvﬁh v(s)ds,

a k=0 Y%k k=0 YTk
) N : 4 A _ _
D’aprés la question précédente avec ¢ = xp et f = v, on a

mehv(s)ds N % (v(xk) + dv(xy, + g) + oz + h)) '

Tk

Ainsi on obtient la formule de quadrature composite suivante:
b hS h
f v(s)ds ~ — Z (v(xk) +4dv(zr + =) + v(ka)) .
o 6 = 2
2. D’apres (4.7), on a

5

<
58307 ¥

J«xk+hv(s)d8 B % (v(:vk) + 4dv(xg + g) +o(zy + h))

Ty




avec My = SUDeray 21411 |4 (2)]. L’erreur de quadrature E(v) est donnée par
ks Lk

E(v)

Lb v(s)ds — an_:l (v(xk) + 4v(zp + g) + U($k+1))‘

k=0
n—1 <
k=0

J T sy -1 (v(xk) +dv(en+ 3) + ”(“”)»‘

.
n—1 T h

< Z f o v(s)ds — % (v(xk) + dv(xy + 5) + v(xkﬂ))‘
k=0 Mok

- . ]
En utilisant I'inéquation (4.8), et en notant M = sup,¢(44 |v¥) (z)| on obtient

ho ni
E(v) < My,
2880 &~
< h nM
2880
hA o
< b—
S g9

10



