L3-Math Analyse Numérique
Institut Galilée Année 2013-2014

PARTIEL DU 5 NOVEMBRE 2013
durée : 3h.

Sans document ni calculatrice, une feuille (recto seul) manuscrite de notes personnelles est autorisée.
Tous les calculs doivent étre justifiés.

EXERCICE 1 (6 pts)

Soit A € M,, ,,(C) une matrice hermitienne inversible décomposée en A = M — N ou M est inversible. On
note B =1—M 1A,

Q. 1 Montrer que la matrice M* + N est hermitienne. ]
On suppose maintenant que M* + N est définie positive.
Q. 2 Soit £ un vecteur quelconque de C" ety = Bex.

1. Montrer que

(x,Az) — (y,Ay) = (x, AM 'Az) + (M Az, Az) — (M 'Az, AM 'Az) (1.1)
et
z—y=M Az (1.2)
2. En déduire que
(@, Az) — @y, Ay) ={(z —y), M* + N)(z —y)). (1.3)
Q. 3 Montrer que si A est définie positive alors p(B) < 1. ]

Q. 4 Montrer que si p(B) <1 alors A est définie positive.
Indication : On pourra effectuer une preuve par ’absurde dans laquelle on définira la suite x,, = Bx,—1 avec
un o judicieusement choisi de sorte que la suite o, = {&,, Az, ) soit strictement décroissante avec ag < 0. =

Correction

Q.1 Ona
(M* + N)* = M+ N*
A+N+N* carM=A+N
A* + N* + N car A hermitienne
(A+N)*+N
= M*+N.
La matrice M* + N est donc hermitienne. .

Q. 2 1. Par définition B =1 — M~ 'A, ce qui donne
y=Br=(I1-M'Az=2z—-M Az

et donc (1.2) est démontré.
De plus, on a

(y,Ayy = {(z—M 'Az, Az —M"Az))
= (z,Az) —{z,AM'Az) — (M 'Az, Az) + (M Az, AM"Az)

et donc (1.1) est démontré.




2. En utilisant (1.2) et N =M — A, on obtient
(z-y). M +N)@—y)) = (M'Az, (M"+M-A)M Az)

(M Az, M*M*Az) + <M‘1Az,MM‘1 A:z:> — (M'Az, AMAz)
=I

De plus,
(M Az, M*M'AzY = (z,(M™A)*M*M'Az)
= (z, A*(MY)*M*MAz)
(x,AM'Az) car A hermitienne et (M™)*M* = (M*)"'M* =1

Ce qui donne
(x—y), M* +N)(z —y)) = (z, AM'Az) + (M Az, Az) — (M Az, AM'Az)
et démontre (1.3). .
Q. 3 Soit (A,z) un élément propre de B avec £ € C"\{0} : on a donc Bz = Az. Pour montrer que p(B) < 1 il

suffit alors de vérifier que |A| < 1.
Onay =Bz = Az et donc £ —y = (1 — \)z. En utilisant (1.3) on obtient

(x, AT — O, Az = (1 — Nz, (M* + N)(1 — )z
e (z,Az)— M\ {z,Az) = (1 —N\)(1 - \){z, (M* + N)z)

On a donc
(1= \?) ¢z, Az) = |1 = A’ (&, (M* + N)z) (1.4)
Comme z # 0, A et M* + N sont définies positives on déduit de (1.4) que 1 —|A|? = 0 et donc || < 1.
Il reste & montrer que |A| # 1. Par un raisonnement par I’absurde, on suppose |A| = 1, alors d’aprés (1.4) on a
|1 — A\ <z, (M* + N)z) = 0.

Comme M* + N est définie positive et  # 0, on en déduit que |1 — A] = 0 et donc A = 1.

Dans ce cas, on obtient Bz = . Comme Bz = (I — M~'A)z on abouti &8 M~*A)z = 0 ce qui est impossible car
M~ et A sont inversible et z # 0.

On a donc démontré que |A| # 1 et comme |A| < 1 on obtient [A| < 1. .

Q. 4 On a par hypothése p(B) < 1. On va démontrer que la matrice hermitienne A est définie positive. Pour
celd, on suppose que A n’est pas définie positive :

3z% € C"\{0}, tel que (Az’ 2" <0. (1.5)

On pose alors, Vk € N, 28! = Ba* et a, = (Az* %)
On a donc zF*+! = BF*+120, On sait que

p(B) <1 < YveC" lim Bfv» = 0.

k—x0

On en déduit alors que klim z¥ = 0. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
—0

| = [{Aa®,a") | < [[Az], [=*], — 0

C.S.
et donc
lim ay = 0. (1.6)
k—w0
On va maintenant étudier la monotonie de la suite ay. En utilisant (1.3) avec z = z¥ et y = Bz* = 2**! on
a
<$k,A{Ek> _ <.’L‘k+1,A$k+1> — <($k _ :L‘]H_l), (M* + N)(.’Ek _ z.k+l)>
c’est a dire
ap — apr1 = (@ — "), (M* + N)(z" — ")), (1.7)

De plus, on a ¥ —x**! # 0 car sinon ¥ = Bx* et 1 serait valeur propre de B ce qui est impossible car p(B) < 1.

En utilisant le caractére défini positif de la matrice M* + N dans (1.7) on obtient ay — ag4+1 > 0 et donc la suite
() est strictement décroissante.

On vient de montrer que la suite (ay) est strictement décroissante et converge vers 0. Son premier terme
ap = (Az z°) ne peut donc étre négatif ou nul : contradiction avec (1.5). .



EXERCICE 2 (6 pts)

Soit n € N, n > 1. On définit A™ e M, (R) par A = —2 pour n = 1, et par A = (ag;l))lgi,jgn, pour
n = 2, avec

aml = az('i)l,z' =1, Vie[l,n—1]
al) =-2, Vie[l,n]
alm = 0, sinon.

ij
On note P, (\) le polynéme caractéristique de la matrice A,

Q. 1 Montrer que

Po(A)=—A+2)Pr—1 (A) — Paea (V). (2.1)

Q. 2 FEn effectuant le changement de variable A +2 = —2cos @ établir (par récurrence sur n) que
P,(\) = W (2.22
Q. 3 En déduire les valeurs propres de A, .
Q. 4 La matrice définie par B = —A est-elle définie positive? Justifier. ]

Correction

Q. 1 Montrons que
Po(AN)=—MA\+2)P,_1(A) —P,—2(\), Vn>3.

On note I la matrice identité de M, (R). On a, par définition du polynome caractéristique,

P,(\) = det (A(") - mm)
—(A+2) 1 0o - 0
1 —(A+2) 1 :
1
0 0 1 —(A+2) Mo (R)
En développant par rapport a la premiére colonne, on obtient
—(A+2) 1 0o - 0
1 —-(A+2) 1
P,(N) = (=D x (=(A+2)) x det 0 1 0
1
0 0 1 —-(A+2) M1 (R)
1 0 0 0
1 —(A+2) 1
+(=1)*" x 1 x det | 1 0
1
0 0 1 —(A+2) Mo 1 (R)




On remarque alors que

—(A+2) 1 0o - 0
1 A+2) 1 :
det | L = det (A7) = A1) = Py (A)
: . . - 1
0 e 0 1 —-(A+2) Mo 1 (R)
et, en développant par rapport & la premiére ligne
1 0 0o - 0 —(A+2) 1 0o - 0
1 —(A+2) 1 . : 1 -(A+2) 1
0 - 0 1 —(A+2) Mo 1 (R) 0 - 0 1 —(A+2) Moo (R)
- Pn 2 (>\) [ ]

Ce qui donne
Pn(>‘) = _()‘+2)Pn—1()‘)_Pn—2(/\)'

Q. 2 On va démontrer la formule (2.2) par récurrence sur n.
On vérifie tout d’abord la validité de la formule au rang n = 1. On a

P (\) = det (A(l) - /\11<1>) ——(\+2).
Avec le changement de variable A + 2 = —2cos 6, on obtient
Py (M) =2cosf

or sin(260) = 2cosfsinf d’ou
sin (26)
Py (\) = ———.
1 () sin 6

La formule (2.2) est donc vraie au rang n = 1.
Pour mieux comprendre la démonstration, on peut aussi vérifier la formule au rang n = 2. On a

P(AN)=A+1)(A+3)

P\ = A+ A+
= (A+2)-1) )+ 1)

3)
_ (sm (20) 5(5111 20) )

212) (6419 +e 410 (6210 +e 219))
1 1 ? % —1 % —3i
_ Sin26 22) (69—6 9)(39 39)
sin (36




La formule (2.2) est donc vraie au rang n = 2.
On suppose la formule (2.2) vraie jusqu’au rang n — 1, n > 3. L’hypotheése de récurrence forte est la suivante,
Vke[1,n—1],
sin((k + 1) 6)
sin 0

(Hi) © P (M) =

On va démontrer que (H,,) est vraie. On a

Pn(/\) _()‘+2)Pn71(>‘)_Pn72()‘)

_ sin (20) sin (nf)  sin((n—1)0) (on utilise (Hn_1) et (Ho_2))

sinf  sin# sin 6
1
= sin2 5 [sin (20) sin (nf) — sin @ sin ((n — 1) )]
2
_ 5 (21> [ 2i0 _ ,—2i0 (eme _ e—me) . (eié _ e—w) (ei(n—l)Q . e—i(n—l)e):l
sin 1
1 et(n+2)8 _ i(n—2)0 _ ,—i(n—2)0 + e—tHn+2)0
- sin 9 Z +ezn0 ei(n—=2)0 _ ,i(n—2)6 + efinO)
_ i [ z(n+2)0 'L(n+2)9 eine _ efinG:I
sin 9 21
1 1N? o i i(nt1)0 _ _—i(n+1)0
= () @ =) (e —e )
sin
_ sin((n+1)0)
B siné '

On a donc démontré que (H,,) est vraie. Ce qui achéve la démonstration par récurrence de la formule (2.2). =

Q. 3 Les valeurs propres de A(™ sont les racines de son polynéme caractéristique P,. Or ce polynéme s’annule
lorsque sin @ # 0 et sin((n + 1)0) = 0, c’est a dire

0 # k'n, KeZ
0 = kr, keZ

)

{<n+1>

On obtient donc
km

n+1

O = [7], ke [1,n].

Les n valeurs propres distinctes de la matrice A(™ sont donc

A = —2(1 4 cos(0;)) = —2 <1 + cos (nTl)) , ke[l,n]. .

Q. 4 Soit x € R"\{0}. On a :

(B.’E)l = 21‘1 — X9,
(B$)Z = —x;1+2x; —xi41, Vi€ {2,...,’[1—1},
(Bx), = -—zp—1+ 2z,
et donc
n—1
Bx,x) = 22?1120+ 222 — 202 1 + Z (—i—1 + 22 — xi41) 24
i=2
n—1 n—1 n—1
= 2xf—x1x2+21‘ — TpTp_1 — Z Ti_ 1%4—22 Ty — Z TiTit1
=2 1=2

2 2 2
= 2z] —xix2 + 27, — TpTp_1 — Z Ti1T; + 2 Z Ty — Z Ti_1%;

n n
= 22 xf — 223@-,1%.
i=1 i=2



De plus on a (x; — x;—1)% = 22 + 22 | — 22;w;,_1 et donc —2z;x;—1 = (z; — 24-1)? — 22 — 22 ;. En remplagant
cette derniére expression dans ’équation précédente, on obtient

(wi —@im1)? —2f —2i )
(z; —xi_1)% — Zx —Zx

$)+ (8- 50)
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Par I’absurde, on va démontrer que (Bz,z) # 0. Supposons que (Bz,z) = 0 alors 27 + 22 + Z (#;—xi_1)? =0,

i=2
et donc 23 = 22 = 0 et (z; —2;-1)® = 0, Vi € {2,...,n}. On en déduit donc 71 = 29 = ... = x, = 0 ce qui
entre en contradlctlon avec & # 0.
On vient de démontrer que
Ve e R"\{0}, (Bzx,z)> 0.
La matrice B est donc définie positive. ]

PROBLEME 3 (11 pts)

On se place dans M., (C), espace vectoriel des matrices carrées de dimension n a coefficients dans C.

Q. 1 Soit A € M,,(C) une matrice hermitienne. Montrer que si A est définie positive alors toutes ses valeurs
propres sont réelles strictement positives. La réciproque est-elle vraie? Justifier. .

Q. 2 Soit D une matrice diagonale hermitienne définie positive :

A0 0 0
0 X O 0
D=
0 0 -0
0 0 0 A\

Montrer qu’il existe une unique matrice diagonale S hermitienne définie positive telle que D = S?. Donner
explicitement S. ]

On veut maintenant montrer que la racine carrée de D est unique.
On admet dans la suite qu'une matrice hermitienne définie positive F peut s’écrire sous la forme F = LIL* ou LL
est une matrice triangulaire inférieure & éléments diagonaux strictement positifs.

Q. 3 Soit K une matrice hermitienne (non nécessairement diagonale) définie positive telle que D = K2.

1. Montrer qu’il existe une matrice B triangulaire inférieure o éléments diagonaux strictement positifs telle

que K*K = BB*.
2. En déduire que K s’écrit sous la forme K = QR, avec R triangulaire supérieure & éléments diagonauz
strictement positifs et Q unitaire. =
Q. 4 Montrer que R*R = D. En déduire que R = S. =
Q. 5 Montrer que toutes les valeurs propres d’une matrice unitaire sont de module 1. =
Q. 6 Montrer que toutes les valeurs propres de Q sont égales a 1. =




Q. 7 En déduire qu’il existe une unique matrice hermitienne définie positive K telle que D = K2. =

Q. 8 Soit maintenant A une matrice hermitienne définie positive quelconque.
Montrer qu’il existe une matrice hermitienne définie positive H telle que A = H? et qu’une telle matrice est
UNLqUE. .

Correction

Q. 1 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Soit A une valeur propre de A, x un vecteur propre
associé :
Ar = Az, x # 0.

Prenons le produit scalaire avec x :
o* Az = \x*z = \|z||?

oll || - |2 désigne la norme euclidienne. Puisque A est définie positive, * Az est strictement positif, et donc

A est strictement positif. Réciproquement, A étant hermitienne, il existe une base orthogonale {u;} de vecteurs

propres de A. Pour z € C", z # 0, on a z = Y, oyu; et z*Azx = 3" | a?ufAu; > 0, donc A est définie

positive. .

Q. 2 Puisque D est hermitienne définie positive, les \; sont tous strictement positifs. Il est donc clair que la
matrice S donnée par
Va0 0 0
0

0 A O
0 0o . 0
0 0 0 VA

est solution du probléme. D’autre part toute matrice S diagonale hermitienne définie positive telle que
S? = D doit vérifier s;; > 0 et sfl = )\;. Elle est donc égale a la précédente, et on a

Va0 0
VA2 0

0
0

co o
o.

ﬁo oo
3

Q.3 1. K*K = D est une matrice hermitienne définie positive. D’aprés 'hypothése de 1’énoncé elle admet
donc une décomposition

K*K = BB*
ou B est triangulaire inférieure & éléments diagonaux strictement positifs.

2. Alors on peut écrire K = QR avec R = B* et Q = (K*)~!B. R est bien triangulaire supérieure a éléments
diagonaux strictement positifs, et vérifions que QQ est unitaire :

QQ* = ((K*)~'B)(B*K) = (K*)~L(BB*)K~! = (K*)~}(K*K))K~! = I

Q*Q = B*K™")((K*)™'B) = B*(K~"(K*)™")B = B*(K*K)'B = B*(BB*)"'B = I

Q. 4 On a la suite d’égalités
R*R = BB* = K*K = K?> = D = (vD)? = D*D,
d’ou
(D*)"'R* = DR,

La matrice (D*)~!R* est triangulaire inférieure, la matrice DR~ est triangulaire supérieure. Ces deux matrices
sont égales, elles sont donc toutes deux diagonales. La matrice R est donc diagonale & éléments diagonaux
positifs, son carré est la matrice D. L’unicité démontrée a la question 2) prouve donc que R = S.



Q. 5 Soit S une matrice unitaire, w une valeur propre de S, z un vecteur propre associé :
S =wzx, x#0

Prenons le conjugué de cette égalité :

*S* = wr*

et multiplions les terme & terme
r*S*Sr = |w|?z*x

et puisque S*S = I, il reste |w|? = 1.

Q. 6 Soit w une valeur propre de Q,  un vecteur propre associé :

Qr=wz,z#0

ou encore
KR!z = we.
Ce qui se réécrit en posant y = R~'x
Ky = wRy
Prenons le produit scalaire par y
y*Ky = wy*Ry

Les deux nombres y*Ky et y*Ry = y*~/Dy sont des réels strictement positifs, w est donc un réel strictement
positif. Comme il est de module 1 par la question précédente, ce ne peut étre que 1 : toutes les valeurs propres
de Q sont égales a 1.

Q. 7 Puisque Q est unitaire, elle diagonalise en base orthonormeée : il existe une matrice unitaire U telle que
Q = U*IU = U*U = I. La matrice Q est égale a 'identité et donc K =R = S.

Si K est une matrice hermitienne définie positive telle que K2 = D, alors K = S. Ceci montre qu’il existe
une et une seule matrice K telle que K2 = I, et cette matrice K est la matrice S définie & la question 2).

Q. 8 Soit maintenant A une matrice hermitienne définie positive quelconque. Il existe une matrice unitaire U
est une matrice diagonale D telles que A = U*DU. La matrice D est hermitienne définie positive, et d’aprés la
question précédente admet une racine carrée unique S. On peut alors écrire

A =U*DU = U*SSU = U*SUU*SU

et donc A = H? avec H = U*SU. Ceci montre I’existence. Soit maintenant L une matrice hermitienne définie
positive telle que L2 = A. On doit avoir
L? = U*DU

et donc
D = UL?*U* = ULU*ULU* = (ULU*)?

La matrice ULU* est hermitienne définie positive, son carré est égal & ID. Par le résultat d’unicité de la question
7), on a

ULU* =S
et donc L = H. Il existe donc une et une seule matrice hermitienne définie positive telle que L2 = A, et c’est la
matrice H = U*SU. ]
O



