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Plan

Q Polyndmes d’interpolation de Lagrange
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Définition

Définition
Soient n € N* et (Xi, Yi)ie[o,n] @VEC (X;,Yi) € R? et les x; distincts deux a

deux. Le polynéme d’interpolation de Lagrange  associé aux n + 1
points (X;, Yi )iefo,n]» NOté Py, est donné par

2 yiLi(x), Vx e R 1)

avec
n

(@)

J
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Théoreme

Théoréeme

Le polynébme d’interpolation de Lagrange , P, associé aux n + 1
points (Xi, Yi)iefo,n], €St 'unique polynéme de degre au plus n, verifiant

Pn(xi) =i, Vie[0,n]. 3)
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Exemple
A titre d’exemple, on représente, En figure 1, le polynéme
d’interpolation de Lagrange associé a 7 points donnés.

15

W
« 7 Points (x,y)

FIGURE: Polyndme d'interpolation de Lagrange avec 7 points donnés)
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Exercices

Exercice

Ecrire la fonction LAGRANGE permettant de calculer P, (polynéme
d’interpolation de Lagrange associé aux n + 1 points (Xi, Yi)ie[o,n]) au
point x € R.

Exercice

Soit P, le polyndbme d’interpolation de Lagrange associé aux n + 1
points (Xi, i )iefo,n) €t X un vecteur de R™.

© Ecrire la fonction LAGRANGEVEC permettant de calculer le
vecteur Y € R™ tel que

Yi = Pn(Xi), Vie [[1,m]].

@ Evaluer le colt arithmétique de la fonction LAGRANGEVEC en
fonction de n et m.
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Exercices

Exercice

Soientn € N* et (a,b) e R? avec a < b. On note X = (Xq,...,Xn;1) la
dicrétisation réguliére de l'intervalle [a,b] avec n + 1 points et

Y e Rl tel que Y; = f(X;), Vie [1,n+1].

Ecrire un programme permettant de représenter graphiquement f et
Pn (polyndbme d'interpolation de Lagrange associé aux n + 1 points
(Xi, Yi)ie[o,np) sur l'intervalle [a, b].

On utilisera pour cela la fonction PLOT dont la syntaxe est PLOT( X, Y)
ol x ety sont des vecteurs de RK. Cette fonction relie successivement
les points (x(j ), y(j)),pourjallantde 1 a k, par des segments.

v
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Erreur de I'interpolation

Soit une fonction f : [a,b] — R. On suppose que les y; sont donnés
par

yi =f(xi), Viel[0,n]. (4)
On cherche & évaluer l'erreur Ep(x) = f(X) — Pn(X).
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Erreur de I'interpolation

FIGURE: Erreurs d'interpolation avec n = 6
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Erreur de I'interpolation

FIGURE: Erreurs d’interpolation avec n = 10
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Erreur de I'interpolation

FIGURE: Erreurs d’interpolation avec n = 18
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Erreur de I'interpolation

Théoreme (Cauchy, 1840)

Soitf : [a,b] — R, une fonction (n + 1)-fois différentiable et soit Py (x)
le polynébme d’interpolation de degré n passant par

(xi,f(xi)), Vi € [0,n]. Alors, ¥x € [a,Db],

3¢ € (MiNjepo,ng (Xi, X), MaXie[o,np (Xi, X)),

n+1) n
f(X) — Pa(x) = H (X — ;) (5)
n I
() = Pnlx) (n + 1 (n+ 1)
i=0
v
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Points de Chebyshev

Pour minimiser I'erreur commise lors de l'interpolation d’'une fonction f
par un polyndme d’interpolation de Lagrange, on peut, pour un n
donné, "jouer” sur le choix des points x; :

Trouver (X;){'_,, X € [a, b], distincts deux a deux, tels que

max H|x %| < max H X — X, n o, Xi € [a,b], distincts 2 & 2

X€la b]
(6)
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Points de Chebyshev

Théoréme
Les points réalisant (6) sont les points de Chebyshev donnés par

2 = a+b+b—acos((2i+1)7r
T2 2 2n +2

), Vi e [0,n]. )
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Points de Chebyshev

Points de Chebyshev Points de Chebyshey

FIGURE: Erreurs d'interpolation avec n = 6

Cuvelier E (Energétique App.) Algorithmique Numérique 25 septembre 2013 15/89



Points de Chebyshev

Points de Chebyshev Points de Chebyshey

FIGURE: Erreurs d'interpolation avec n = 10
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Points de Chebyshev

Points de Chebyshev

. 19 Points (xy)

Points de Chebyshev

FIGURE: Erreurs d'interpolation avec n = 18
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Plan

9 Dérivation numeérique
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Dérivée

On propose de chercher une approximation de la dérivée premiéere de
f en un pointX €]a,bl.

Définition

Une fonction f définie sur un intervalle [a, b] est dérivable en un point
X €]a,b[ si la limite suivante existe et est finie

f/(X) = Iimh_)o%(f()? +h) —f(X) (8)

v
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Premieres approximations

différence finie progressive :

différence finie rétrograde :
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Estimation d’erreur

Théoreme (Taylor-Lagrange)
On suppose que f e C"*1 sur I. Alors, pour tout h € R tel que X + h
appartienne a I, il existe 6y, €]0, 1] tel que I'on ait

hn+1
(n+1)!

n Lk
f(X+h)=> %f(k)(i) + f+D(x + gph) (11)
k=0

v

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique 25 septembre 2013 21/89



Estimation d’erreur

Soith > 0. Sif € C2(]a, b[), alors 3¢, €]X,X +h[, 3¢_ €]x —h, X[ ,tel que
f(>‘<+hr:—f(>‘<) _ f,(ngf(z)(&) (12)
f(x) —f(x —h) = /(%) - gf(z)(g_) (13)
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Estimation d’erreur

Soith > 0. Sif € C?(]a, b[), alors 3¢, €]X,X +h[, I¢_ €]X —h, X[ tel que
MEEW 10— gy 4 e, 12)
MMM ey - Drege 19

@ Ces formules sont des approximations d’ordre 1 de f/(X) par
rapport a h.
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Estimation d’erreur

Soith > 0. Sif € C?(]a, b[), alors 3¢, €]X,X +h[, I¢_ €]X —h, X[ tel que
MEEW 10— gy 4 e, 12)
MMM ey - Drege 19

@ Ces formules sont des approximations d’ordre 1 de f/(X) par
rapport a h.

@ On peut aussi obtenir ces formules en dérivant les polyndbmes
d’interpolation associés aux points {X,X + h} et {X —h,X}.
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Exercice 1

Exercice

On note x; = a + ih, i € [0, n], une discrétisation réguliere de
l'intervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] — R suffisament
réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi =f(x), Vie[0,n]. (14)

Ecrire une fonction DERIVE1 permettant de calculer des
approximations d’ordre 1 de f’(x;) pouri € [0, n].
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(X), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(X + h) et f(X — h) jusqu’au troisieme ordre.
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(X), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(X + h) et f(X — h) jusqu’au troisieme ordre.

On obtient alors

R = f(>z+h)2—hf(>‘<—h) + o), (15)
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(X), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(X + h) et f(X — h) jusqu’au troisieme ordre.

On obtient alors

R = f(>?+h)2—hf(>'<—h) + o), (15)

@ Cette approximation est la formule des différences finies
centrées .
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Ordre 2

Pour obtenir une formule d’approximation d’ordre 2 de f’(X), on
suppose f € C3(]a, b[) et on peut alors développer les formules de
Taylor de f(X + h) et f(X — h) jusqu’au troisieme ordre.

On obtient alors

R = f(>?+h)2—hf(>'<—h) + o). (15)

@ Cette approximation est la formule des différences finies
centrées .
@ Cette approximation est d’ordre 2.
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Exercice 2

Exercice

On note x; = a + ih, i € [0, n], une discrétisation réguliere de
l'intervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] — R suffisament
réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi =f(x), Vie[0,n]. (16)

Ecrire une fonction DERIVE2 permettant de calculer des
approximations d’ordre 2 de f’(x;) pouri € [0, n].
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Dérivée seconde

Sif e C%(Ja,b[), on peut alors développer les formules de Taylor de
f(X + h) et f(X — h) jusqu’au quatrieme ordre.
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Dérivée seconde

Sif e C%(Ja,b[), on peut alors développer les formules de Taylor de
f(X + h) et f(X — h) jusqu’au quatrieme ordre.
On obtient alors

(@) = f(X +h)—2fh(2>‘<)+f(>‘< —h) o). a7
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Dérivée seconde

Sif e C%(Ja,b[), on peut alors développer les formules de Taylor de
f(X + h) et f(X — h) jusqu’au quatrieme ordre.
On obtient alors

_. f(X+h)=2f(x)+f(x —h)
f@(x) = o3 + 0(h?). (17)
Cette approximation est d’ordre 2.



Exercice 3

Exercice

On note x; = a + ih, i € [0, n], une discrétisation réguliere de
l'intervalle [a, b]. Soit une fonction f : [a,b] — R suffisament
réguliére. On suppose que les y; sont donnés par

yi =f(x), Vie[0,n]. (18)

Ecrire une fonction DERIVESECONDE?2 permettant de calculer des
approximations d’ordre 2 de f(?)(x;) pour i € [0, n].

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique 25 septembre 2013 27189



Plan

9 Intégration numérique
@ Méthodes simplistes
@ Méthodes de Newton-Cotes
@ Méthodes composites
@ Autres méthodes
@ Intégrales multiples
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Intégration
Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a, b] donné.
On propose de chercher une approximation de

| = J;bf(x)dx

a b

FIGURE: Représentation de la fonction f
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Intégration
Soit f une fonction définie et intégrable sur un intervalle [a, b] donné.
On propose de chercher une approximation de

| = Lbf(x)dx

a b

FIGURE: Représentation de SZ f(x)dx

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique 25 septembre 2013 29/89



Méthodes simplistes

On approche f par le polynéme constant P (x) = f(a).

(o

b

FIGURE: Représentation de la fonction f
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Méthodes simplistes

On approche f par le polyndme constant P(x) = f(a).

@

(o)

a b

FIGURE: Représentation de SZ P (x)dx
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Méthodes simplistes

On approche f par le polyndme constant P(x) = f(a).

(o)

b

FIGURE: Représentation de SZ P (x)dx

b
J f(x)dx ~ (b —a)f(a), formule du rectangle (& gauche)
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Méthodes simplistes

On approche f par le polynéme constant P (x) = f(b).

(o

b

FIGURE: Représentation de la fonction f
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Méthodes simplistes

On approche f par le polyndme constant P(x) = f(b).

@

(o)

a b

FIGURE: Représentation de SZ P (x)dx
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Méthodes simplistes

On approche f par le polyndme constant P(x) = f(b).

—

(o)

b

FIGURE: Représentation de SZ P (x)dx

f(x)dx ~ (b —a)f(b), formule du rectangle (a droite)
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynéme constant P(x) = f(c), avec
c=(a+b)/2.

(o

b

FIGURE: Représentation de la fonction f
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynédme constant P(x) = f(c), avec
c=(a+b)/2.

()

@

(o)

a c=(ath)i2 b

FIGURE: Représentation de SZ P (x)dx
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Méthodes simplistes
On approche f par le polynédme constant P(x) = f(c), avec
c=(a+b)/2.

(o)

c=(ath)i2 b

FIGURE: Représentation de SZ P (x)dx

b
J f(x)dx ~ (b — a)f (2 er by formule du point milieu
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Méthodes de Newton-Cotes

© Discrétisation réguliére de [a,b] : Vi € [0,n], x; = a + ih avec

_ b-a
h—T.
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Méthodes de Newton-Cotes
© Discrétisation réguliére de [a,b] : Vi € [0,n], x; = a + ih avec
h=>b-=2
© On approche f par le polyndme d’interpolation de Lagrange P, de
degré n tel que
Pn(xi) =1f(xi), Vie [0,n].
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Méthodes de Newton-Cotes

© Discrétisation réguliére de [a,b] : Vi € [0,n], x; = a + ih avec
h=>b-=2

n
© On approche f par le polyndme d’interpolation de Lagrange P, de
degré n tel que
Pn(xi) =1f(xi), Vie [0,n].

Pa(x) = > Lix)f(x)

i=0
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Méthodes de Newton-Cotes

© Discrétisation réguliére de [a,b] : Vi € [0,n], x; = a + ih avec
h=>b-=2

n
© On approche f par le polyndme d’interpolation de Lagrange P, de
degré n tel que
Pn(xi) =1f(xi), Vie [0,n].

© Onaalors

b b b
J f(x)dx ~ | Pn(x)dx = Zf(xi)f L;(x)dx.

a a i=0
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Méthodes de Newton-Cotes

© Discrétisation réguliére de [a,b] : Vi € [0,n], x; = a + ih avec
h = b a

Q@ On approche f par le polynébme d’interpolation de Lagrange P, de
degré n tel que
Pn(xi) =1f(xi), Vie [0,n].

© Onaalors

n b
f f(x dx~f Pn(x =Zf(xi)f L;(x)dx.
Les formules de Newton-Cotes génériques :

be(x)dx ~ an a;f (X))

i=0
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Méthodes de Newton-Cotes

fbf(x)dx ~ Zn:aif(xi) avec a; :f L, (x)dx
a i=0

En posant a; = hAw;, on a

n| A |wWg Wiy W, Wz W4 | hom ordre
11121 1 trapézes 1
21131 4 1 Simpson 3
31381 3 3 1 Simpson (3/8) | 3
412/45| 7 32 12 32 7 | Villarceau 5

b
Simpson : j f(x)dx ~
a
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Méthodes de Newton-Cotes

b n b
f f)dx ~ Y aif(x) avec o :f L, (x)dx
a i=0 a
En posant a; = hAw;, on a
n| A |wWg Wiy W, Wz W4 | hom ordre
11121 1 trapézes 1
21131 4 1 Simpson 3
31381 3 3 1 Simpson (3/8) | 3
412/45| 7 32 12 32 7 | Villarceau 5
b —
Simpson :f Fx)dx &2 - a (f(a) T ar(BER, +f(b)>
a
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Méthodes de Newton-Cotes

Définition
On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est

d’ordre n si elle est exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou
égal an.

Théoreme

Les formules de Newton-Cotes a n + 1 points sont d’ordre n si n est
impair et d’'ordre n + 1 sinon.
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Méthodes de Newton-Cotes

Définition

On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est
d’ordre n si elle est exacte pour les polyndmes de degré inférieur ou
égal an.

Théoreme
Les formules de Newton-Cotes a n + 1 points sont d’ordre n si n est
impair et d’'ordre n + 1 sinon.

Attention

Du au phénomeéne de Runge, ces formules ne sont pas “fiables" pour
des ordres élevés.
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Méthodes composites

Les méthodes composites sont basées sur la relation de Chasles.
Soit (Xk )ke[o,n] UNne discrétisation réguliere de l'intervalle [a, b] :
Xk =a+khavech = (b—a)/n. On a alors

b N
L f(x)dx = kz_jl Lk_lf(x)dx.
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Méthodes composites des points milieux

b N
L f(x)dx = k;J f(x)dx.

Xk—1

On note my = X=37%,

Jxk F(x)dx ~ hf (my)

Xk—1
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Méthodes composites des points milieux

b N
L f(x)dx = k;J f(x)dx.

Xk—1

On note my = =12,

Jxk F(x)dx ~ hf (my)

Xk—1

Théoreme

jbf(x)dx _h i f(mi) + O(h?).
& k=1
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Méthodes composites des points milieux

b N
L f(x)dx = kglj f(x)dx.

Xk—1

Xk —1+Xk

On note my = ==

Jxk F(x)dx ~ hf (my)

Xk—1
Théoreme

jbf(x)dx _h i f(mi) + O(h?).
& k=1

Erreur d’ordre 2 (par rapport a h.)
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Méthodes composites des points milieux : Exercice

Exercice

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b]. Ecrire la fonction
QUADPM permettant de calculer une approximation de I'intégrale de f
sur [a, b] par la méthode composite des points milieux.
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Méthodes composites des trapezes

b n Xk
f(x)dx = > f f(x)dx
a k=1“Xk—1
ka F(x)dx ~ h(—f(xk—lgf(x"))
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Méthodes composites des trapezes

b n Xk
f(x)dx = > f f(x)dx
a k=1“Xk—1
ka F(x)dx ~ h(—f(xk—lgf(x"))

Théoréeme

be(x)dx =h i (1) £10)) | ),
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Méthodes composites des trapezes

b n Xk
f(x)dx = > f f(x)dx
a k=1“Xk—1
ka F(x)dx ~ h(—f(xk—lgf(x"))

Théoréeme

fbf(x)dx =h i (f(x"—l)z”(xk)) +0(h?).
a k=1

Erreur d'ordre 2 (par rapport a h.)
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Méthodes composites des trapezes : Exercice

Exercice

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b]. Ecrire la fonction
QUADTRAPEZE permettant de calculer une approximation de
l'intégrale de f sur [a, b] par la méthode composite des trapézes.
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Méthodes composites de Simpson

b N
L f(x)dx = k;J f(x)dx.

Xk—1

On note my = X=37%,

(f(Xk_1) + 4F (M) +f(xk))

ol

JXk f(x)dx ~

Xk—1
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Méthodes composites de Simpson

b N
L f(x)dx = k;J f(x)dx.

Xk—1

On note my = =12,

[ fooax = Bitos o)+ 4tmo) + 0

Théoreme

b n
[} 160 = G D (Fxe-0) +t(mo) +1x) + O(0)
& k=1
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Méthodes composites de Simpson

b N
L f(x)dx = kglj f(x)dx.

Xk—1

Xk —1+Xk

On note my = ==

[ fooax = Bitos o)+ 4tmo) + 0

Théoreme

b n
[} 160 = G D (Fxe-o) +t(mo) +1x) + O(n)
& k=1

Erreur d’ordre 4 (par rapport a h.)

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique 25 septembre 2013 41/89



Méthodes composites de Simpson : Exercice

Exercice

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a, b]. Ecrire la fonction
QUADSIMPSON permettant de calculer une approximation de
l'intégrale de f sur [a, b] par la méthode composite de Simpson.
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Ordres (numériques) des méthodes composites

ordres des methodes composites.
T

107 107 107

FIGURE: Ordre de I'erreur des méthodes composites

Exercice

Ecrire un programme Matlab permettant d’obtenir cette figure sachant
gu’ici f(x) = sin(x),a=0etb = 7.
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Autres méthodes

Il existe un grand nombre de méthodes d’intégration numeérique :
@ Méthode de Gauss-Legendre
@ Méthode de Gauss-Tchebychev
@ Méthode de Gauss-Laguerre
@ Méthode de Gauss-Hermitte
@ Méthode de Gauss-Lobatto
@ Méthode de Romberg...
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Intégrales multiples
On veut approcher, en utilisant la formule de Simpson, l'intégrale

b pd
|:f f F(x, y)dydx
a C

d— c+d

f f(x,y)dy ~ g(x) = (f(x,c)+4f(x, )+f(x,d)>.

1%

b —
= [aac = 222 (g +ag2 52 +alb)

a

2
o
o |
o))
N\
((e}]
N
(o]
o))
N+
o
p—_—
1
(o}
p—_—
N———
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Intégrales multiples : formule de Simpson 2D

_ atb c+d
On pose a = %= et 8 = =5~

f(a,c) + 4f(a,5) +f(a,d)
b—-—ad-c ( d)))

| ~
=

5 5 +4(f(a,C) + 4f (o, B) + f(e,
+f(b,c) + 4f(b,3) +f(b,d)
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Intégrales multiples : méthodes composites
© Discrétisation réguliére de [a,b] : Yk € [0,n], xx = a + khy avec

hx = bga
@ Discrétisation réguliere de [c,d] : Vl € [0,m], y; = a + lhy avec
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Intégrales multiples : méthodes composites
© Discrétisation réguliére de [a,b] : Yk € [0,n], xx = a + khy avec

hx = %
@ Discrétisation réguliere de [c,d] : Vl € [0,m], y; = a + lhy avec
© Relation de Chasles :
fffxydydx—ZZf J f(x,y)dydx.
=1]1=1Y%—-1 Y11
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Intégrales multiples : méthodes composites
© Discrétisation réguliére de [a,b] : Yk € [0,n], xx = a + khy avec

hx == %
@ Discrétisation réguliere de [c,d] : Vl € [0,m], y; = a + lhy avec
© Relation de Chasles :
fffxydydx—ZZf J f(x,y)dydx.
=11=1Y%-1 YYI-1

© Formule de Simpson 2D :
Sa SC (x y )dydx

hohy & f(Xk_l’y|_1)+4f(Xk_1,ﬂ|)+f(Xk—1’yI)
Y. Z +A4(f (e, Y1 1) + 4F (e, B1) + Flak, 1)
=1\ (%, Yi21) + 4 (%, B) + F (i, 1)

avec oy = X1 gt p = LT
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Plan

@ Résolution de systéemes linéaires
@ Vecteurs
@ Matrices
@ Factorisation LU
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Introduction

A faire
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Vecteurs :z =ax +Yy

Exercice

Soient x ety deux vecteurs de R" et a € R. Ecrire la fonction
VECAXPY permettant de calculerz = ax +Y.
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Vecteurs :z =ax +Yy

Exercice
Soient x ety deux vecteurs de R" et a € R. Ecrire la fonction
VECAXPY permettant de calculerz = ax +Y.

On pose z = aX +Y.z est un vecteur de R" et

zi = axj +Vi, Vi e [1,n].
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Vecteurs :z = aX +Yy

Algorithme 1 Fonction VECAXPY retournantz = ax +y avecx,y € R"
etaeR

Données: x,y : deux vecteursde R"
« :unréel.
Résultat: z : vecteurde R".

1: Fonction z « VECAXPY( a,X,y )

2: Pour i « 1 a n faire
3: z(i) — a=x()+y()
4; Fin Pour

5: Fin Fonction
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\Vecteurs

Exercice
Soient X ety deux vecteurs de R".

@ Ecrire la fonction VECDOT permettant de calculer le produit
scalaire entre les vecteurs X ety :

n
Y =D XY (19)
i=1
@ Ecrire la fonction VECNORM1 permettant de calculer
n
]y = > (%[, ¥x € R (20)
i=1

© Ecrire la fonction VECNORM2 permettant de calculer

n 1/2
X[ = (2 |Xi|2> , VX e R". (21)
i—1

i
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Correction : fonction VEcDOT

Algorithme 2 Fonction VECDOT permettant de calculer le produit sca-
laire des vecteurs x ety oux € R" ety € R".
Données :
X . vecteur de R",
y . vecteurde R".
Résultat: s : leréeltelques ={X,y).

1. Fonction s « VECDOT(X,y )
2 s<—0

3 Pour i < 1 a n faire

4: S —s+x(i)=y(i)

5 Fin Pour

6: Fin Fonction
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Correction : fonction VECNORM1

Algorithme 3 Fonction VECNORM1 permettant de retourner |X|; avec
X € R"
Données :
X © vecteur de R".
Résultat :
s : lereeltelques = |x|;.

: Fonction s « VECNORM1(X )
s<—0
Pour i = 1 a n faire
S «— s+ABS(x(i))
Fin Pour
. Fin Fonction

o ua R wnNR
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Correction : fonction VECNORM2 (version 1)

Algorithme 4 Fonction VECNORM2 permettant de retourner |X|, avec
x € R"
Donneées :
X : vecteurde R".
Résultat :
s : lereeltelques = |X|,.

1: Fonction s « VECNORM2( X )
2 s« 0

3 Pour i < 1 a n faire

4: S —s+x(i)=x(i)

5 Fin Pour

6 S «<SQRT(S)

7: Fin Fonction
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Correction : fonction VECNORM2 (version 2)

Algorithme 5 Fonction VECNORM2 permettant de retourner |X|, avec
x € R" (utilise la fonction VECDOT).
Donneées :
X : vecteurde R".
Résultat :
s : lereeltelques = |X|,.

I

: Fonction s « VECNORM2( X )
S «SQRT(VECDOT(X,X))
: Fin Fonction

w N
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Matrices : Z = aX + Y

Exercice

Soient X et Y deux matrices de Mm n(R) et a € R Ecrire la fonction
MATAXPY permettant de retourner Z = aX + Y.

Cuvelier F. (Energétique App.)
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Matrices : Z = aX + Y

Exercice
Soient X et Y deux matrices de Mm n(R) et o € R Ecrire la fonction
MATAXPY permettant de retourner Z = aX + Y.

Onaze Mnn(R) et

Vie[l,m], Vie[1,n], Z;=aXjj+Yij.
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Matrices : Z = aX + Y

Algorithme 6 Fonction MATAXPY permettant de retourner Z = aX +Y
avec X et Y dans Mmn(R), eta e R

Données :

o . unréel,

X matrice de Mmn(R),

Y : matrice de Mmn(R).
Résultat :

Z . matrice de Myn(R)telque Z = aX 4 Y.
1. Fonction Z «— MATAXPY( o, X,Y)

2 Pour i « 1 a m faire

3 Pour j « 1 a n faire

4 Z(i,j) « a=X(>i,j) +Y(,])
5: Fin Pour

6 Fin Pour

7: Fin Fonction
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Matrices : produit matrice-vecteur
Exercice

Ecrire la fonction MATMULT permettant de retourner le produit d’'une
matrice par un vecteur.
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Matrices : produit matrice-vecteur
Exercice

Ecrire la fonction MATMULT permettant de retourner le produit d'une
matrice par un vecteur.

On rappelle que le produit d'une matrice A € My n(R)

par un vecteur X € R" est un vecteur de R™. On le note 'y et on a

n
Vi = ZAivaj’ Vi e [[1,m]],
j=1

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique

25 septembre 2013 59/89



Matrices : produit matrice-vecteur
Algorithme 7- | Rg

1: | Calcul dey « AX. |
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Matrices : produit matrice-vecteur

Algorithme 7- | Rg Algorithme 7- | R1
1: | Calculdey « Ax. 1. Pouri<«2l1am fairﬁ
22 Caleuldey « Y Ajjx
j=1
3: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-vecteur
Algorithme 7- | R,

1: Pour i « 1 a m faire

n
2: Calcul de y; « Y. A
=1

3: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-vecteur

Algorithme 7- | Ry Algorithme 7- | R,
1: Pour i < 1 a m faire 1: Pour i « 1 a m faire
n
2: Calcul de Vi <« 2 Ai,jxj 2 ( S« 0
_ =1 3. | Pourj < 1an faire

3: Fin Pour : S «— S +A(,]j) *x(j)
5: Fin Pour
6: y(i)«<S

\_

7: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-vecteur

Algorithme 7 Fonction MATMULT

Données :
A : matrice de Mmn(R),
X : vecteurde R".
Résultat :
y : vecteur de R™ tel quey = AX.
1. Fonction X « MATMULT( A,X )
2 Pour i — 1 a m faire
3 S0
4 Pour j < 1 & n faire
5: S «— S +A(,]) *x(j)
6 Fin Pour
7 y(i) < S
8 Fin Pour
9: Fin Fonction
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Matrices : produit matrice-matrice
Exercice

Ecrire la fonction MATMATMULT permettant de retourner le produit de
deux matrices.

Cuvelier F. (Energétique App.)
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Matrices : produit matrice-matrice
Exercice

Ecrire la fonction MATMATMULT permettant de retourner le produit de
deux matrices.

Soient X € Mmn(R) et Y € Mpp(R). On note
7 € Mmp(R) la matrice produiti.e. Z = XY.
On rappelle que I'on a

le—lekYkp ( )E[[l m]]x[[l p]]
k=1
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Matrices : produit matrice-matrice
Algorithme 8- | Ry

1: | Calcul de Z = X |
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Matrices : produit matrice-matrice

Algorithme 8- | Rg Algorithme 8- | Ry
1: | Calcul de Z = XY. 1: Pour i « 1 & m faire
2: Calcul ligne i matrice Z
3: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-matrice
Algorithme 8- | Ry

1: Pour i < 1 a m faire
2: |Ca|cu| ligne i matrice Z|
3: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-matrice

Algorithme 8- | Ry Algorithme 8- | R,
1: Pour i < 1 a m faire 1: Pour i < 1 am faire
2: |Ca|cu| ligne i matrice Z

3: Fin Pour Pour j « 1 a p faire
n

Zjj Z Xik Yk,
k=1
Fin Pour

5: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-matrice
Algorithme 8- | R,

1: Pour i <« 1 a m faire

2: Pour j < 1 a p faire
n
3: Zij Z Xi kY
k=1
4: Fin Pour
5: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-matrice

Algorithme 8- | R, Algorithme 8- | R3
1: Pour i < 1 a m faire 1: Pour i < 1 a m faire
2: Pour j « 1 a p faire 2: Pour j « 1 a p faire
n
3 Zij < ) XikYiy (s<o0
. _ k=1 Pour k « 1 an faire
4: ' Fin Pour , S St Xi,kYk,j
5: Fin Pour i Fin Pour
7: Zij<— S
\_
8: Fin Pour
9: Fin Pour
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Matrices : produit matrice-matrice

Algorithme 8 Fonction MATMATMuULT

Données :

X matrice de Mpn(R),

Y : matrice de M;(R).
Résultat :

Z . matrice de Mmp(R) telle que Z = XY.
1: Fonction Z «— MATMATMULT( X,Y )
2 Pour i < 1 a m faire

3 Pour j < 1 a p faire

4 S0

5: Pour k « 1 a n faire

6: S «— S+ X(i,k) =Y (k,j)
7 Fin Pour

8 Z(i,j) < S

9 Fin Pour

10: Fin Pour
11: Fin Fonction
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Factorisation LU

Théoréme

Soit A € M,(R) une matrice dont les sous-matrices principales sont
inversibles alors il existe une unique matrice L € M, (R) triangulaire

inférieure a diagonale unité et une unique matrice U € M, (R)
triangulaire supérieure telles ques

A =L1LU.
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Factorisation LU

Trouver x € R" tel que

est équivalent a

Trouvery € R" solution de

Ly =b (23)

puis X € R" solution de
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Factorisation LU

Algorithme 9 Fonction RSLFACTLU pour résoudre AX = b

Données: A : matrice de My(R) dont les sous-matrices
principales sont inversibles définie positive,
b : vecteurdeR".
Résultat: x : vecteur de R".

1: Fonction X <« RSLFACTLU( A,b)

2: [L,U] «FACTLU(A) > Factorisation LU
3 y «<—RESTRIINF(L,b) = Résolution du systeme Ly = b
4: X —RESTRISUP(U,yY) > Résolution du systeme Ux =y

5: Fin Fonction
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, (R) triangulére inférieure inversible et b € R" donnés.

A171 o ... 0 X1 bl
AX=b &« =
0
An1 Ann Xn bn
Vie[l,n], b =
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, (R) triangulére inférieure inversible et b € R" donnés.

A171 o ... 0 X1 bl
AX=b &« =
0
An1 Ann Xn bn

n
Vie [[1,”]], b = ZAi’ij =
j=1
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, (R) triangulére inférieure inversible et b € R" donnés.

A171 o ... 0 X1 bl
AX=b &« =
0
An1 Ann Xn bn

Vie[1,n], b = ZA,JXJ ZA.JXJ

=1
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Soit A € M, (R) triangulére inférieure inversible et b € R" donnés.

A171 o ... 0 X1 o]

AX=b &« =
: .0 : :
An 1 oo “ e An7n Xn bn

)

Vie[1,n], b = ZA,JXJ ZA.JXJ

=1

i—1
Vie[l,n], b = ZAi,ij + AjiXi (25)
j=1
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Remarque

La matrice A est triangulaire inférieure inversible donc A; ; # 0,
Vi e [1,n].

La formule -
|7
Vie[Ln], by =D A+ ALX (25)
j=1
peut donc s’écrire
1 i—1
Vie[ln], xi=-—[bi— > A X 26
E[[,]], i Ai7i i j;_ A ( )
Remarque
On peut alors calculer successivement Xy, Xo, . . ., Xn. J
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Algorithme 10- | R

Résoudre AX = b
en calculant
successivement
X1, X2, ..., Xp.
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Résolution systéme triangulaire inférieur

Algorithme 10- ’R—o‘ Algorithme 10- | R,
Résoudre Ax =b 1: Pour i < 1 an faire
1| en calculant calculer x; connaissant
| successivement | T~y 2: X1y, Xiz1
X1, X2, ++ ., Xn. a l'aide de I'équation (26)
3: Fin Pour
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Algorithme 10- |R;

1: Pour i < 1 a n faire
Calculer x; connaissant
2: X1, ..., X1

a l'aide de I'’équation (26)

3: Fin Pour
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Résolution systéme triangulaire inférieur

Algorithme 10- |R; Algorithme 10- | R
1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i < 1 an faire
Calculer x; connaissant -
2: X1y ..oy Xi—1 -
a l'aide de 'équation (26) S« > AX
3: Fin Pour 1=
— (bj —S)/Aj;
4: Fin Pour
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Résolution systéme triangulaire inférieur
Algorithme 10- |R»

1: Pour i < 1 an faire

2: S « ZAivaj

i—1

=

3: Xj < (bi — S)/Ai’i

4: Fin Pour
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Résolution systéme triangulaire inférieur

Algorithme 10- | R» Algorithme 10- |R3
1: Pour_ i « 1 an faire 1. Pour i < 1 an faire
i1
2: S « ZAivaj 2: S0
j=1 \;: Pour j « 1ai — 1 faire
3 X « (b —S)/Ajj : S <« S+A(,])=x()
4: Fin Pour 5: Fin Pour

6: Xj < (bi — S)/Ai,i
7: Fin Pour
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Résolution systéme triangulaire inférieur

Algorithme 10 Fonction RESTRIINF

Données: A : matrice de Mu(R) triangulaire inférieure inversible.
b : vecteurde R".
Résultat: x : vecteurde R".
1: Fonction X « RESTRIINF( A,b)
2 Pour i « 1 an faire
3: S0
4: Pour j < 1ai— 1 faire
5 S — S +A(,j) =x(j)
6 Fin Pour
7 x(i) « (b(i) —S)/A(i,i)
8 Fin Pour
9: return x

10: Fin Fonction
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Soit A € M, (R) triangulére supérieure inversible et b € R" donnés.

A171 el e A17n X1 b,
AX=b & 0 =
0 e O An7n Xn bn
Vie [1, I’l]], bi =
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Soit A € M, (R) triangulére supérieure inversible et b € R" donnés.

A171 el e A17n X1 b,
AX=b < 0 =
0 e O An7n Xn bn

n
Vie ﬂl,n]], b = ZAiJXj =
j=1
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Soit A € M, (R) triangulére supérieure inversible et b € R" donnés.

A171 el e A17n X1 b,
AX=b < 0 =
0 e O An7n Xn bn

Vie[1,n], b= ZA,JXJ ZA.JXJ

j=1
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Soit A € M, (R) triangulére supérieure inversible et b € R" donnés.

A171 e e A17n X1 b1
Ax=b < 0 =
0 o O An7n Xn bn

Vie[1,n], b= ZA,JXJ ZA.JXJ

j=1

n
Vie[1,n], bi =Aix + Z AijX (27)
j=i+1
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Remarque

La matrice A est triangulaire supérieure inversible donc A; ; # 0,
Vi e [1,n].

La formule

n
Vie[ln], vie[L,n], bi=Ax+ > Ajx (27)

j=i+1

peut donc s'écrire

vie[l,n], x = % (bi - Ai,jxj) (28)

j=i+1

Remarque
On peut alors calculer successivement Xn, Xn_1, - - ., X1- J
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Algorithme 11- | Ry

Résoudre AX = b
en calculant
successivement
Xn, Xn—1, ..., X1.
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Résolution systeme triangulaire supérieur

Algorithme 11- [Ry| Algorithme 11- [R |
Résoudre Ax = b 1: Pour i < nalfaire (pas —1)
1| en calculant calculer x; connaissant
" | successivement 2: Xi41,--,Xn
Xn, Xn—1, «..,X1. a l'aide de I'équation (28)
3: Fin Pour
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Résolution systeme triangulaire supérieur

Algorithme 11- | Ry

1: Pour i < nalfaire (pas —1)

Calculer x; connaissant

2: Xi+1,...,xn
a l'aide de I'équation (28)
3: Fin Pour
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Algorithme 11- | Ry

Algorithme 11- |R»

1: Pour i < nalfaire (pas —1)

Calculer x; connaissant

n
2: Xi+1,---,%Xn . RV
a l'aide de Iéquation (28) \i S« ,- ; 1A'7‘X’
3: Fin Pour 3: — (bj — S)/Ai;
4: Fin Pour
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Résolution systeme triangulaire supérieur
Algorithme 11- | R

1: Pour i < n a1 faire (pas —1)

n
2: S « Z Ai,jxj
j=i+1

3: Xj < (bi — S)/Ai’i
4: Fin Pour

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique 25 septembre 2013 81/89



Résolution systeme triangulaire supérieur
Algorithme 11- | R» Algorithme 11- |R3

1: Pour i < nalfaire (pas —1) 1: Pour i < n a1l faire (pas —1)

n
2: S « Z Ai,jxj

2:
3: Xj < (b| — S)/Am :

4: Fin Pour 5:

S0

Pour j «< i + 1 an faire
S « S +A(0,]) #x()

Fin Pour

6: Xj < (bi — S)/Ai,i
7: Fin Pour
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Résolution systeme triangulaire supérieur

Algorithme 11 Fonction RESTRISuUP

Données: A : matrice de My(R) triangulaire supérieur inversible,
b : vecteurdeR".

Résultat: x : vecteur de R".

1: Fonction X <« RESTRISUP( A,b)

2 Pour i «— n a1l fare (pasde —1)
3 S0

4 Pour j < i +1 an faire

5: S «— S+ A(,]) =x(j)

6 Fin Pour

7 x(i) « (b(i) — S)/A(i, i)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction
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Factorisation LU

A=LU (29)
c'est a dire
At1 - Arn
An,l An,n
1 0 0\ /U11 Un,1
Lo 0
: w0 : T
Ln7l .. Ln7n71 1 O e O Un n
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Factorisation LU
Remarque

Par récurrence, en supposant connues
@ lesi — 1 premieres lignes de U
@ lesi — 1 premiéres colonnes de L,
on peux déterminer
@ lai-eme ligne de U
@ puis la i-eme colonne de L

par les formules valables pour i allantde 1an

4
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Factorisation LU
Remarque

Par récurrence, en supposant connues
@ lesi — 1 premieres lignes de U
@ lesi — 1 premiéres colonnes de L,
on peux déterminer
@ lai-eme ligne de U
@ puis la i-eme colonne de L

par les formules valables pour i allantde 1an

i—1
A — Li Uk i vj € [i,n].
Ui,j — i, kZl i,k Yk.j> J [7 ]] (30)
0, vj e [1,i —1].
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Factorisation LU
Remarque

Par récurrence, en supposant connues
@ lesi — 1 premieres lignes de U
@ lesi — 1 premiéres colonnes de L,
on peux déterminer

@ lai-eme ligne de U
@ puis la i-eme colonne de L

par les formules valables pour i allantde 1an

i—1
U= A~ D LikUkj, Vi€ l[in].
= =

(30)
0, Vj e [1,i —1].
puis
0, Yje[l,i—1].
1, j=i
L= i—1 (31)
ﬁ (Aj,i = Z Lj,kUk,i) ,  Vje[i+1,n],
' k=1



Factorisation LU

Algorithme 12- | R

1: | Calcul de L etIU|
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Factorisation LU
Algorithme 12- | Rg Algorithme 12- | R,

1: | Calculde L et U : Pour i « 1 an faire
Calcul ligne ide U.
Calcul colonnei de L.

: Fin Pour
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Factorisation LU
Algorithme 12-

1: Pour i « 1 an faire
Calcul ligne i de U.

N

3 Calcul colonne i de L. |
4: Fin Pour

o =
Cuvelier F. (Energétique App.)
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Factorisation LU
Algorithme 12-

Algorithme 12-

1: Pour i « 1 an faire

2: Calcul ligne i de U. |\
3 Calcul colonne i de ]L.|
4: Fin Pour

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique

1: Pour i « 1 an faire

14:

e

Pour j —1ai—1faire
U(i,j) <0
Fin Pour
Pour j « i an faire
i—1
Uij—Aij— 3 LikU
k=1
Fin Pour
Pour j «— 1ai—1faire
Lij<0
Fin Pour

Li,i(_l
Pour j «— i + 1 an faire

i—1
i — % <Aj,i - Z Lj,kUk,i>
k=1

Fin Pour

_

15: Fin Pour
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Factorisation LU
Algorithme 12-

1: Pour i « 1 an faire

2 Pour j « 1 ai — 1 faire
3 U(i,j) <0

4: Fin Pour

5 Pour j « i an faire

6

i1
Uij < Ajj— Z Li kU j
k=1

7 Fin Pour
8: Pour j « 1 ai— 1 faire
9: Lj,i 0

10: Fin Pour
11: Li,i —1
12: Pour j < i+ 1an faire

i-1
Lii < o (Ai,i -2 '—j,kUk.i)
k=1

14: Fin Pour
15: Fin Pour
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Factorisation LU
Algorithme 12-

Algorithme 12-

1
2
3
4:
5
6

14:
15:

Cuvelier F. (Energétique App.) Algorithmique Numérique

Pour i « 1 an faire 1: Pour i « 1 an faire
Pour j — 1ai—1faire 2 Pour j <« 1ai—1faire
U(i,j) <0 3: U(@,j) <0
Fin Pour 4 Fin Pour
Pour j « i an faire 5 Pour j « i an faire
i-1 it
Uij < Aij— ) LikU; S kZl LisUk
k=1 N
Fin Pour Uij = A =S
Poqu.! 4—3 ai—1faire o Fin Pour
=i 9 Pour j « 1ai — 1 faire
Fin Pour )
10: Lj i—0
Lij<—1 . . y
PY Ci+lanfa 11: Fin Pour
our j — i + 1 an faire 12 Lije 1
1 13: Pour j « i+ 1 an faire
IR ﬁ (Aj,i - Lj,kUk.i) i-1
k=1 Sz <= ) LjxUk,i
Fin Pour ;;1 '
Fin Pour

Ui
16: Fin Pour
17: Fin Pour

1
Lij < o (A = S2).
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Factorisation LU
Algorithme 12-

1: Pour i « 1 an faire
2: Pour j «— 1ai— 1 faire
3: U(i,j) <0
4 Fin Pour
5 Pour j «— i an faire
i—1
6 S1— ) LikUy;
k=1
7 Uj<—Aj—S1
8: Fin Pour
9: Pour j — 1ai—1faire
10: Ljj <0
11 Fin Pour
12: Lij—1
13: Pour j < i + 1 an faire
i—1
14: S, « Z Lj Uk,
k=1
1
15: Ljyi «— m (Ajyi — Sz) .
1. FinPour
17: Fin Pour

velier . (Energétique Ap




Factorisation LU
Algorithme 12-

Algorithme 12-

1
2:
3:
4
5.

10:
11:
12:
13:

14:

15:

16:
17:

Pour i « 1 an faire

Pour j «— 1ai— 1 faire

U(i.j) <0
Fin Pour
Pour j «— i an faire
i1
Sy« Z Li Uk j
k=1
Uij < Aij — St
Fin Pour
Pour j < 1ai— 1 faire
Ljji<0 10:
Fin Pour 11
Lije—1 12:
Pour j < i + 1 an faire 13
i—1 14:
S; « Z Lj.kUk,i 15:
k=1 16:
1
Lii = G- (Ai—S2).
i
Fin Pour
Fin Pour

1
2
3
4
5.

: Pour i « 1 an faire

Pour j <« 1ai—1 faire
U(@,j) <0

Fin Pour

Pour j < i an faire

S; <0

Pour k — 1 ai — 1 faire
Sy« Sy + Lk = U

Fin Pour

Uij —Aij—S1

Fin Pour

Pour j « 1 ai — 1 faire
Lij<0

Fin Pour

Lij«—1

Pour j < i + 1 an faire

S, «0
Pour k < 1 ai —1 faire
Sy « Sy + Ljk * Uk,

Fin Pour
1
21 Ljj < o (A —S2)-
i
22: Fin Pour
23: Fin Pour
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Factorisation LU

Algorithme 12 Fonction FACTLU

Données: A : matrice de My(R) ..
Résultat: L : matrice de Mp(R) triangulaire inférieure
avecli;j =1, Vie[1,n]
U : matrice de M,(R) triangulaire supérieure.
1: Fonction [L, U]« FACTLU(A )
2 Pour i « 1 an faire
3 Pour j «— 1 ai— 1 faire
4 U(i,j) « 0
5: Fin Pour
6 Pour j « i an faire
7 S <0
8 Pour k « 1 ai— 1 faire
o Sy« Sp+L(i,k) = U(k,]j)
10: Fin Pour
11: U(i,j) < A(i,j) — Sy
12: Fin Pour
13: Pour j «— 1 ai— 1 faire
14: L(j,i) <0
15: Fin Pour
16: L(i,i) « 1
17: Pour j < i + 1 an faire
18: S« 0
19: Pour k « 1 ai— 1 faire
20: Sy « S+ L(j,k) =U(k,i)
21: Fin Pour
22: L(j,1) « (A —S2) /U(i,i).
23: Fin Pour

24: Fin Pour
25: Fin Fonction
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