Soit f une fonction de classe C* sur [a,b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et X = f(b) Fay - Soit

Zo € [a,b] donné. La suite obtenue par la méthode de la corde est donnée par

Tk4+1 = Tk — f(b p f(ib'k)7 Vk e N.
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On note ®(z) = = — f(b) f(a)f( z).

Q. 1 Montrer que si pour tout = € [a,b] on a
min(A(z — a), Az — b)) < f(z) < max(A(x —a), \(x — b)) (1)
alors ®([a,b]) < [a,b].
Q. 2 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(0,2)\) < f'(x) < max(0,2)) (2)
alors |®'(z)| < 1.

Q. 3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge
vers l'unique solution o € [a,b] de f(z) = 0.
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Q. 1 Si XA > 0, I'inéquation (3.15)) devient

Q. 2 Si A > 0, I'inéquation (3.16) devient

0<f’(x)<2>\<:0<@<2

f'(=)
A
= —1<d'(x) < 1.

s —-1<1-— <1

Si A < 0, 'inéquation (3.16) devient

2)\<f/(x)<0<:>0<f/(x) <2

A
!
@—1<1—@<1

s —1<d'(x) < 1.
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Q. 3 Sous les hypothéses et (3.16) on a ®([a,b]) < [a,b] et Vz € [a,b], |®'(z)| < 1.
Comme f est de classe C' sur [a,b], la fonction ® I’est aussi. La suite () est définie par
Zr+1 = P(xk). Ainsi les hypothéses du théoréme sont vérifiées ce qui assure I'unicité du
point fixe ainsi que la convergence de la suite (z1) vers ce point fixe.
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Soit f une fonction de classe C' sur [a,b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A\ = ﬁ.
Soit ¢ € [a,b] donné. La suite obtenue par la méthode de la corde est donnée par

b—a

Te+1 = Tk — mf(xk), Vk € N.

On note ®(z) = = — ﬁf(m).
Q. 1 Montrer que si pour tout z € [a,b] on a
min(A(z — a), A(xz — b)) < f(z) < max(A(x — a), A\(z — b)) (3)

alors ®([a,b]) < [a,b].

Q. 2 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a

min(0,2)\) < f'(x) < max(0, 2)) (4)
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alors |®'(z)| < 1.

Q. 3 En déduire que sous les deuz conditions précédentes la méthode de la corde
converge vers lunique solution o € [a,b] de f(x) = 0.
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Proposition: ordre de convergence de la méthode de la corde

Soit f € C*([a,b]) tel que f(b) # f(a). Si la suite (x}) définie par la méthode de la
corde en (3.12) converge vers a €]a, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.

De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de « et si f'(a) = W
alors la convergence est au moins d’ordre 2.
Proof. e Order 1 : On note \ = ﬁ. On a par définition zg1 = 2k — \f(zk)

(ce qui suppose que f(x) soit bien définie, i.e. z € [a,b]). Comme A # 0 et f
continue, ’hypothése (zy) converge vers a entraine que f(«) = 0.
Pour définir I'ordre de convergence, on suppose de plus que Yk € N, xj # «. On peut
alors appliquer la formule de Taylor-Lagrange : il existe £, compris entre x; et « tel
que

flxr) = f(@) +(@p —a)f (&) = (xr — ) f (&)

—
=0



On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite xy
Tr1 =z — ANak — a) f(E).
En soustrayant a a cette équation on obtient
T — = ap —a— ANzg — ) f' (&) = (zx — a)(1 = Af'(&))-

Comme zp # «, on a alors

Tht1 — — (&)
T —

Or zj converge vers « et & compris entre x; et «, ce qui entraine que & converge
vers . La fonction f’ étant continue, on en déduit que f'(&x) converge vers f'(a).
Ceci donne donc
lim BT 1A (a).
k-t T —«

La convergence est donc (au moins) d’ordre 1.

Order 2 : La suite étant convergente, il existe ko € N tel que Vk = ko, zx € V.
Soit k > ko, comme f € C*(V), on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange : il
existe n, € V compris entre xj et o que

flzn) = fla) +(zk —a)f'(a) + L’“;O‘) 1 ().
~—— .
=0



On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite xy

z) — a)?

Thel = Tk — A ((xk - a)f'(a) + (Tf@) (7719)> .

En soustrayant o a cette équation on obtient

2
prir = = (o~ @) (L= A (@) + AP AL (),
=0 par hyp.

Comme 7y, € V converge vers « (car compris entre xj et a) et f(2) continue sur V,
on en déduit
Th+l — O f(Q)(Oé)
= .
k—+o (T — a)? 2

La convergence est donc (au moins) d’ordre 2.




