
Théorème: 55

Soit B un espace de Banach et U Ă B un sous-ensemble fermé. On suppose que
ΦΦΦ : U ÝÑ U est une application strictement contractante, i.e.

DL Ps0, 1r, }ΦΦΦpxxxq ´ΦΦΦpyyyq} ď }xxx´ yyy} , @pxxx,yyyq P U ˆ U. (1)

Alors

1. ΦΦΦ admet un unique point �xe ααα P U (i.e. unique solution de xxx “ ΦΦΦpxxxq).

2. La suite des itérés xxxxxxxxxrk`1s
“ ΦΦΦpxxxxxxxxxrksq converge vers ααα pour toute valeur initiale

xxxxxxxxxr0s P U.

3. Pour tout k P N,

›

›

›
ααα´xxxxxxxxxrks

›

›

›
ď

Lk´l

1´ L

›

›

›
xxxxxxxxxrl`1s

´xxxxxxxxxrls
›

›

›
, 0 ď l ď k (2)

Proof. On démontre tout d'abord l'existence d'un point �xe. Pour celà on va démontrer
que la suite xxxxxxxxxrks est de Cauchy dans U fermé d'un espace de Banach (donc elle converge
dans U).
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Comme ΦΦΦ est contractante, on a pour tout k P N˚

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
“

›

›

›
ΦΦΦpxxxxxxxxxrksq ´ΦΦΦpxxxxxxxxxrk´1s

q

›

›

›
ď L

›

›

›
xxxxxxxxxrks ´xxxxxxxxxrk´1s

›

›

›

ce qui donne par récurrence pour tout 0 ď j ď k

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
ď Lj

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1´js

´xxxxxxxxxrk´js
›

›

›
(3)

ou encore pour tout 0 ď l ď k, (l “ k ´ j)

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
ď Lk´l

›

›

›
xxxxxxxxxrl`1s

´xxxxxxxxxrls
›

›

›
(4)

On obtient aussi par récurrence

@l ě 0,
›

›

›
xxxxxxxxxrk`1`ls

´xxxxxxxxxrk`ls
›

›

›
ď Ll

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
. (5)
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Soit p ě 1. On en déduit par application répétée de l'inégalité triangulaire que

›

›

›
xxxxxxxxxrk`ps

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
“

›

›

›
pxxxxxxxxxrk`ps

´xxxxxxxxxrk`p´1s
q ` pxxxxxxxxxrk`p´1s

´xxxxxxxxxrk`p´2s
q ` . . .` pxxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrksq
›

›

›

“

›

›

›

›

›

p´1
ÿ

l“0

pxxxxxxxxxrk`l`1s
´xxxxxxxxxrk`ls

q

›

›

›

›

›

ď

p´1
ÿ

l“0

›

›

›
xxxxxxxxxrk`l`1s

´xxxxxxxxxrk`ls
›

›

›

(3.28)
ď

p´1
ÿ

l“0

Ll
›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
“

1´ Lp

1´ L

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›

ď
1´ Lp

1´ L
Lk

›

›

›
xxxxxxxxxr1s ´xxxxxxxxxr0s

›

›

›
. (en utilisant (3.27), avec l “ 0)

Comme Lk
Ñ 0 quand k Ñ `8, on conclu que pxxxxxxxxxrksq est une suite de Cauchy. De plus, par

construction xxxxxxxxxrks P U Ă B, pour tout k P N, et B étant un espace de Banach et U un fermé,
la suite pxxxxxxxxxrksq converge alors vers ααα P U. Comme ΦΦΦ est contractante, elle est donc continue

et en passant à la limite dans xxxxxxxxxrk`1s
“ ΦΦΦpxxxxxxxxxrksq, on abouti à ααα “ ΦΦΦpαααq, i.e. ααα est un point

�xe de Φ dans U.
L'unicité se déduit immédiatement par la contraction de la fonction ΦΦΦ. En e�et, soit ααα1 et
ααα2 deux points �xes de ΦΦΦ, alors

}ααα1 ´ααα2} “ }ΦΦΦpααα1q ´ΦΦΦpααα2q} ď L }ααα1 ´ααα2}
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Or L ă 1, et donc nécessairement on a ααα1ααα1ααα1 “ααα2ααα2ααα2.

Il reste à démontrer l'inégalité (3.25). On a vu que pour p ě 1

›

›

›
xxxxxxxxxrk`ps

´xxxxxxxxxrks
›

›

›
ď

1´ Lp

1´ L

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›

L'application norme étant continue et L ă 1, on obtient à la limite quand pÑ `8

›

›

›
ααα´xxxxxxxxxrks

›

›

›
ď

1

1´ L

›

›

›
xxxxxxxxxrk`1s

´xxxxxxxxxrks
›

›

›

On obtient l'inégalité en utilisant (3.27).


