
Exercice

Soit f P C2n`2
pra, bs;Rq. On suppose de plus que, @i P v0, nw, xi P ra, bs, yi “ fpxiq

et zi “ f 1pxiq.
On note

π2
npxq “

n
ź

i“0

px´ xiq
2

etHn le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets pxi, fpxiq, f
1
pxiqqiPv0,nw.

Q. 1 Montrer que

|fpxq ´Hnpxq| ď

›

›

›
f p2n`2q

›

›

›

8

p2n` 2q!
π2
npxq. (1 )

Indications : Etudier les zéros de la fonction F pyq “ fpyq´Hnpyq´
fpxq ´Hnpxq

π2
npxq

π2
npyq

et appliquer le théorème de Rolle.

Correction Exercice

Q. 1 Soit i P v1, nw, on a fpxiq ´Hnpxiq “ 0 et l'inégalité (1) est donc véri�ée pour x “ xi.
Soit x P ra, bs tel que x ‰ xi, @i P v1, nw. On a alors π2

npxq ‰ 0. Comme f P C2n`2
pra; bs;Rq,

Hn P R2n`1rXs et πn P Rn`1rXs, on en déduit que

F P C2n`2
pra; bs;Rq.



2
On note que π2

n admet px0, ¨ ¨ ¨ , xnq comme racines doubles distinctes. Par construction
f´Hn admet les mêmes racines doubles. On en déduit alors que F admet aussi px0, ¨ ¨ ¨ , xnq
comme racines doubles. De plus, on a F pxq “ 0 (i.e. x est racine simple) et donc

F admet au moins 2n` 3 racines (comptées avec leurs multiplicités).

Les points x, x0, ¨ ¨ ¨ , xn étant distincts, la fonction F 1 admet par le théorème de Rolle n`1
zeros distincts entre eux et distincts des points x, x0, ¨ ¨ ¨ , xn. De plus les points x0, ¨ ¨ ¨ , xn
sont racines de F 1 puisque racines doubles de F. On en déduit alors que

F 1 admet au moins 2n` 2 racines distinctes deux à deux.

Par applications successives du théorème de Rolle, on abouti a :

F p2n`2q admet au moins une racine notée ξx Psa, br.

On a alors

F p2n`2q
pξxq “ 0 “ f p2n`2q

pξxq ´H
p2n`2q
n pξxq ´

fpxq ´Hnpxq

π2
npxq

d2n`2π2
n

dx2n`2
pξxq

Comme Hn P R2n`1rXs on a H
p2n`2q
n ” 0. De plus comme π2

npxq “
n
ź

i“0

px´xiq
2
P R2n`2rXs

sa dérivée d'ordre 2n` 2 est constante et

d2n`2π2
n

dx2n`2
“ p2n` 2q!
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On en déduit alors

f p2n`2q
pξxq “

fpxq ´Hnpxq

π2
npxq

p2n` 2q!

On a donc montrer que @x P ra, bs Dξx Psa, br tels que

fpxq ´Hnpxq “
π2
npxq

p2n` 2q!
f p2n`2q

pξxq.

Comme π2
npxq ě 0 on obtient bien (1).

˛


