
Exercice

Soient xxx et yyy deux vecteurs de Cn.
Q. 1 Trouver α P C tel que xαxxx´ yyy,xxxy “ 0.

Q. 2 En calculant }αxxx´ yyy}22 , montrer que

| xxxx,yyyy | ď }xxx}2 }yyy}2 . (1 )

Q. 3 Soit xxx ‰ 0. Montrer alors que l'inégalité (A.58) est une égalité si et seulement
si yyy “ αxxx.

Correction Exercice

Q. 1 ‚ Si xxx “ 0, alors α quelconque.

‚ Si xxx ‰ 0, alors

xαxxx´ yyy,xxxy “ 0 ðñ α xxxx,xxxy ´ xyyy,xxxy “ 0

Or xxx ‰ 0, ce qui donne

α “
xyyy,xxxy

xxxx,xxxy
. (2)
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Q. 2 On a

}αxxx´ yyy}22 “ xαxxx´ yyy, αxxx´ yyyy

“ α xαxxx´ yyy,xxxy ´ xαxxx´ yyy,yyyy

“ ´ xαxxx´ yyy,yyyy , car xαxxx´ yyy,xxxy “ 0

“ ´α xxxx,yyyy ` xyyy,yyyy

En utilisant (A.59), on obtient alors

}αxxx´ yyy}22 “ ´
xyyy,xxxy

xxxx,xxxy
xxxx,yyyy ` xyyy,yyyy

“
´ xyyy,xxxy xxxx,yyyy ` xyyy,yyyy xxxx,xxxy

xxxx,xxxy

Comme xyyy,xxxy “ xxxx,yyyy, on a xyyy,xxxy xxxx,yyyy “ | xxxx,yyyy |2 et donc

}αxxx´ yyy}22 “
1

xxxx,xxxy

´

´| xxxx,yyyy |2 ` }xxx}22 }yyy}
2
2

¯

(3)

ě 0.

On a alors
| xxxx,yyyy |2 ď }xxx}22 }yyy}

2
2

La fonction x ÞÑ
?
x étant croissante sur r0;`8r, on obtient (A.58).
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Q. 3 Soit xxx ‰ 0. On veut montrer que

| xxxx,yyyy | “ }xxx}2 }yyy}2 ðñ yyy “ αxxx

ð On suppose yyy “ αxxx. On a alors

xxxx,yyyy “ α xxxx,xxxy “ α }xxx}22 ùñ | xxxx,yyyy | “ |α| }xxx}22 .

Comme }yyy}2 “ |α| }xxx}2 , on a aussi

}xxx}2 }yyy}2 “ |α| }xxx}
2
2 .

On en déduit alors
| xxxx,yyyy | “ }xxx}2 }yyy}2 .

ñ On suppose | xxxx,yyyy | “ }xxx}2 }yyy}2 . Avec cette hypothèse, l'équation (A.60) devient

}αxxx´ yyy}22 “ 0

et donc αxxx´ yyy “ 0, c'est à dire yyy “ αxxx.

˛


