Proposition

Soient (;);e[o,»] des points deux a deux distincts de I'intervalle [a,b] donnés. 11 existe
alors une unique formule de quadrature élémentaire a n + 1 points d’ordre n au
moins.

Proof. En fixant les points (2;);e[0,] deux & deux distincts, pour obtenir explicitement la
formule de quadrature de type il faut déterminer les n + 1 poids (w:);efo,n]- Or, de (3),
en prenant k = n, on obtient exactement n + 1 équations linéaires en les (w;) s’écrivant
matriciellement sous la forme :
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La matrice intervenant dans le systéme précédent s’appelle la matrice de Vandermonde
et elle est inversible (car les (x;) sont deux & deux distincts). Ceci établi donc lexistence de
poids (wi)efo,n] tels que la formule de quadrature élémentaire (1) soit d’ordre (au moins)
n.

Pour obtenir I'unicité, supposons qu’il existe (w;);e[0,n] €t (Wi)iecfo,n] tels que pour tout
P € Ry[X], on ait
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On a alors VP € R, [X],

Z i — i) Pas) = 0. (P-1)

On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux (n + 1) points (x;);c[o,n]
définies en (?7), notées L;, sont dans R, [X] et vérifient

Li(zj) = di 4, Vj € [0,n]

Soit j € [0,n]. En choisissant P = L; dans (P-1J), on obtient

= Z(wZ — ’lz)z)L](:Ez) = (wj - wj)

i=0

ce qui prouve l'uncité. O




