Proposition

Soit Qn(f,a,b) definie en , une formule de quadrature élémentaire & n + 1 points
(distincts deux & deux). On dit qu’elle est symétrique si

i+ Tn—i b
Vi € [0,n], < +2x = a—2&- et w; = Wn—i. (P-1)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polyndémes de degré 2m alors elle est
nécessairement exacte pour les polynomes de degré 2m + 1.

Proof. Soit P € Ram+1[X]. Il peut alors s’écrire sous la forme

P(z) = C (x — ;L b)2m+1 + R(x)

avec C une constante réelle et R € R2m[X]. On a alors

LbP(x)dx - cLb (:13 _¢ ;r b>2m“ dz + JbR(:r)d:Jc
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et en appliquant la formule de quadrature au polynéme P on obtient
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On veut donc démontrer que

fb P(x)dx = (b—a sz Zi)

a
c’est & dire

a+b 2m—+1 a+b 2m—+1 n
C’J ( ) d:c—&-f R(z)dx = (b— aCsz (xz 3 ) +(b—a)§)wiR(a:

1=0

Comme la formule de quadrature est supposée exacte pour les polynome de degré 2m, on a

JbR( dr=(b—a Zwl

a
Il reste donc & démontrer que
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f <1:— 5 > d:z:—(b—a)igowZ (xl— 5 ) .
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Or en effectuant le changement de variable ¢ — ‘%’b + tb_Ta on obtient
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Des propriétés de symétrie de la formule, on déduit

a+b a+b
Ti+Tni=a+b <= Ti— g == | i —

e Si n = 2k, (n paire), on a alors un nombre impair de points avec nécessairement
T = Tpn—k = GTH) et

nw‘ x_a+b 2m+1 B k*lw‘ x_a+b 2m+1+ 2Zk‘ " x_a‘i’b 2m+
= i % 2 = 7 7 2 ' % % 2

7 =0 1=k+1

= a+b\*mH! i " N a+b

= w xr — — —F —
% i 9 - n—i n—i 9

=0 i=k+1

k—1 ( a4 b>2m+1 k—1 < a—+ b)2m+1
= w; | T — — wj | z; —

i=0 2 §=0 2
= 0.

e Sin = 2k — 1, (n impaire), on alors un nombre pair de points (avec x; # ‘%b

)
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