
Exercice: Matrice de permutation

Soit pi, jq P v1, nw2, on note Pri,jsn PMnpRq la matrice identitée dont on a permuté les

lignes i et j.
Q. 1 Dé�nir proprement cette matrice et la représenter.

Soient A PMnpCq et B PMnpCq. On note AAAr,: le rème vecteur ligne de A et BBB:,s

le sème vecteur colonne de B.
Q. 2 1. Déterminer Pri,jsn A en fonction des vecteurs lignes de A.

2. Déterminer BPri,jsn en fonction des vecteurs colonnes de B.

Q. 3 1. Calculer le déterminant de Pri,jsn .

2. Déterminer l'inverse de Pri,jsn .

Correction ExerciceOn note P “ Pri,jsn .

Q. 1 On peut dé�nir cette matrice par ligne, @s P v1, nw,

$

&

%

Pr,s “ δr,s, @r P v1, nwzti, ju,
Pi,s “ δj,s,
Pj,s “ δi,s.

On peut noter que la matrice P est symétrique.
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Q. 2 1. On note D “ PA. Par dé�nition du produit matriciel on a

Dr,s “

n
ÿ

k“1

Pr,kAk,s.

Ne pas utiliser les indices i et j qui sont déjà �xés dans la dé�nition de la

matrice P “ Pri,jsn .

On obtient, @s P v1, nw,

$
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Dr,s “

n
ÿ

k“1

δr,kAk,s “ Ar,s, @r P v1, nwzti, ju,

Di,s “

n
ÿ

k“1

δj,kAk,s “ Aj,s,

Dj,s “

n
ÿ

k“1

δi,kAk,s “ Ai,s.

ce qui donne
$

&

%

DDDr,: “ AAAr,:, @r P v1, nwzti, ju,
DDDi,: “ AAAj,:,
DDDj,: “ AAAi,:.
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2. On note E “ AP. Par dé�nition du produit matriciel et par symétrie de P on a

Er,s “

n
ÿ

k“1

Ar,kPk,s “

n
ÿ

k“1

Ar,kPs,k.

On obtient en raisonnant par colonne, @r P v1, nw,
$
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Er,s “

n
ÿ

k“1

Ar,kδs,k “ Ar,s, @s P v1, nwzti, ju,

Er,i “

n
ÿ

k“1

Ar,kδj,k “ Ar,j ,

Er,j “

n
ÿ

k“1

Ar,kδi,k “ Ar,i.

ce qui donne
$

&

%

EEE:,s “ AAA:,s, @s P v1, nwzti, ju,
EEE:,i “ AAA:,j ,
EEE:,j “ AAA:,i.

Q. 3 1. detpPq “ ´1, si i ‰ j et detpPq “ 1 sinon.

2. Immédiat par calcul direct on a PP “ I et donc la matrice P est inversible et P-1
“ P.

˛


