2222 . . .
f Exercice: Matrice de permutation

Soit (4,7) € [1,n]?, on note P il e My, (R) la matrice identitée dont on a permuté les
lignes i et j.
Q. 1 Définir proprement cette matrice et la représenter.

Soient A € M,,(C) et B e M, (C). On note A, . le réme vecteur ligne de A et B. g
le séme vecteur colonne de B.
Q. 2 1. Déterminer P[ A en fonction des vecteurs lignes de A.

2. Déterminer BP[ 031 e fonction des vecteurs colonnes de B.
Q.3 1. Calculer le déterminant de P ’j]

2. Déterminer l'inverse de Pg’j].
Correction ExerciceOn note P = Pg’j].

Q. 1 On peut définir cette matrice par ligne, Vs € [1,n],

Pr,s = 57’,37 Vr e [[L nﬂ\{’t7j}7
Pi,s = 5j,8,
P, = 0i,s-

On peut noter que la matrice P est symétrique.



2
Q.2

1. On note D = PA. Par définition du produit matriciel on a

n
Dr,s = Z Pr,kAk:,s-
k=1

& Ne pas utiliser les indices 7 et j qui sont déja fixés dans la définition de la

matrice P = Pg’j].

On obtient, Vs € [1,n],

57’,kAk,s = AT,Sy Vre [1,71]]\{1,]},

S
Il
N

k7=11
Dz,s = Z 6j,kAk,s = Aj,sa
kzl
Djs = Z 0i kAr,s = Ais.
k=1
ce qui donne
Dr,: = Ar,:, VT’ € ﬂl,n]\{z,]},
D;. = Aj.,
D_] = Ai,:~




2. On note E = AP. Par définition du produit matriciel et par symétrie de P on a

n n
Er,s = Z Ar,kpk,s = Z Ar,kps,k'
k=1 k=1

On obtient en raisonnant par colonne, Vr € [1,n],

Er,s = Z Ar,kés,k = A?“,Sa Vs e [[Lnﬂ\{laj})
kil

Eri = > Apibjik = Arj,

Erj = Y Apibik = Ari.
k=1

ce qui donne

E. s = A:,s; Vs e [1377’]]\{7’"7}’

E:,i = A:,j7
E.; =A. ;.
Q.3 1. det(P) = —1, si i # j et det(P) = 1 sinon.
2. Immeédiat par calcul direct on a PP = | et donc la matrice P est inversible et P~ = P.
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