2229 .
£3 Exercice
.

Soient a et b deux vecteurs non colinéaires de C™ avec |b[, = 1. On va chercher oo € C
et u € C™ vérifiant

H(u)a = ab. (1)
Q.1 1. Montrer que si o vérifie (4.39) alors |a| = |al, .

2. Montrer que si arg @ = — arg({a, b)) [x] alors a{a,b) € R.
Q. 2 Soient « et u vérifiant (4.39).

1. Montrer que
a,a)— ala,b
a2 = BB (2)
2. Montrer que si arga = — arg({a, b)) [r] alors {a,a) — ala,b) e R*".

3. En déduire que

u

N 1/2
:%(a—ab), avec)\—+(w> (3)

Correction ExerciceOn pose H = H(u) pour alléger les notations.
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Q.1

1. On a

lal3 = (a,a) = (H*Ha,a) car H unitaire
= (Ha,Ha) par définition du produit scalaire

2 2 2 2 2
= |Hal = Jladl3 = [a” bl = [

2. On a par définition de Pargument o = |a]e*®8 < et (a,b) = | (a,b) |e* *&8(@®) ce qui

donne i
ala,b) = |al| (a,b) |e!@rsaTaraleb)) )

et donc a{a,b) est réel si arga + arg({a,by) = 0 [7].
1. On a

H(u)a = ab <= (I — 2uu™)a = ab

— a—2u(u*a) =ab

et donc
a—2u,a)yu=ab (5)

En effectuant le produit scalaire avec a de cette derniére équation, on obtient

{a,a) — 2{(u,a){a,u) = ala,b)

ce qui prouve (4.40)).
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2. On a montré en Q.1 que a{a,b) € R et donc {a,a) — a{a,by € R. Il reste donc a
montrer que {a,a) — a{a,b) > 0.

e Siarga = —arg({a,b)) + 7 [27], alors de (4.42) on obtient a{a,b) < 0 et donc
{a,a) — aa,b) < |a|, > 0 car a # 0.

e Siarga = —arg({a,b)) [27], alors de (4.42)) on obtient a<{a,b) > 0.
Comme les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires on a inégalité stricte dans
Cauchy-Schwarz :

[(a,b)| < [al, [b], = [al,-
On obtient donc

0 < ala,b) <all{a,b)| <ol |al, = lal;

Attention, dans ce cas {a,a) — a{a,b) peut-étre trés petit.

3. De (4.43), on en déduit immédiatement (4.41]).

Vérifions que |ul, = 1. On a
1
2 _ B
lully = (w,u) e {a — ab,a — ab)

Or

{a — ab,a — ab) = {(a,a) — a(b,a) — ala,b) + |o¢|2 (b,by = Ha,Hg —a¢b,a) — ala,by + |o¢|2
=2 a3 —@¢b,a) — ala,b)
=2]a|? — 2a{a,b) car ala,b) = (ala,b)) =ab,a)e R



De plus

4N = 2({a,a) — ab,a)) € R
= 2|a|2 - 20b,a)
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