
Corollaire:

Une matrice A P MnpCq admet une factorisation LDL˚ avec L P MnpCq matrice

triangulaire inférieure à diagonale unité et D PMnpRq matrice diagonale à coe�cients

diagonaux strictement positifs si et seulement si la matrice A est hermitienne dé�nie

positive.

Correction Exercice

ùñ Soit A P MnpCq admettant une factorisation LDL˚ avec L P MnpCq matrice trian-

gulaire inférieure à diagonale unité et D P MnpRq matrice diagonale à coe�cients

diagonaux strictement positifs.

La matrice A est alors hermitienne car

A˚
“ pLDL˚

q
˚
“ L˚˚

D˚L˚
“ LDL˚.

De plus @xxx P Cn
zt0u on a

xAxxx,xxxy “
@

LDL˚xxx,xxx
D

“
@

DL˚xxx,L˚xxx
D

On pose yyy “ L˚xxx ‰ 0 car xxx ‰ 0 et L˚ inversible. On obtient alors

xAxxx,xxxy “ xDyyy,yyyy “
n

ÿ

i“1

Di,i|yi|
2
ą 0

car D diagonale, Di,i ą 0, @i P v1, nw et yyy ‰ 0.
La matrice hermitienne A est donc bien dé�nie positive.
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ðù Soit A PMnpCq une matrice hermitienne dé�nie positive.

D'après le Corollaire 4.10, page 85, la matrice A admet une unique factorisation LU
et donc d'après le Théorème 4.13, page 91, la matrice hermitienne A peut s'écrire sous

la forme A “ LDL˚ où D est diagonale à coe�cients réels et L triangulaire inférieure

à diagonale unité. Il reste à démontrer que Di,i ą 0, @i P v1, nw.
Comme A est dé�nie positive, on a @xxx P Cn

zt0u, xAxxx,xxxy ą 0. Or on a

xAxxx,xxxy “
@

LDL˚xxx,xxx
D

“
@

DL˚xxx,L˚xxx
D

On note teee1, ¨ ¨ ¨ , eeenu, la base canonique de Cn et on rappelle que @i P v1, nw,
xDeeei, eeeiy “ Di,i. Soit i P v1, nw. En choisissant xxx “ pL˚

q
-1
eeei ‰ 0, on obtient alors

@

DL˚xxx,L˚xxx
D

“ xDeeei, eeeiy “ Di,i ą 0.

˛


