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On propose de chercher des approximations de

I “

ż b

a

f pxqdx

a b

f(a)

f(b)

∫ b

a

f(x)dx

y=f(x)

Figure : Représentation de
şb

a
f pxqdx (aire de la surface colorée)
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De�nition

Soient f P C0pra, bs;Rq et Qnpf , a, bq la formule de quadrature donnée par :

Qnpf , a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj f pxjq (1)

avec @j P v0, nw wj P R et xj P ra, bs. L'erreur associée à cette formule de
quadrature, notée Ea,bpf q, est dé�nie par

Ea,bpf q “
ż b

a

f pxqdx ´Qnpf , a, bq, @f P C0pra, bs;Rq (2)

De�nition

On dit qu'une formule d'intégration (ou formule de quadrature) est d'ordre p ou a
pour degré d'exactitude p si elle est exacte pour les polynômes de degré inférieur
ou égal à p.
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Formule du rectangle à gauche

f pxq « f paq

a b

f(a)

f(b)

y=f(x)

Figure : Formule du rectangle à gauche :
şb

a
f pxqdx « Q0pf , a, bq “ pb ´ aqf paq

(aire de la surface colorée)
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Formule du rectangle à droite

f pxq « f pbq

a b

f(a)

f(b)

y=f(x)

Figure : Formule du rectangle à droite :
şb

a
f pxqdx « Q0pf , a, bq “ pb ´ aqf pbq

(aire de la surface colorée)
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Formule du point milieu

f pxq « f ppa ` bq{2q

a bc=a+b
2

f(a)

f(b)

f(c) y=f(x)

Figure : Formule du point milieu :
şb

a
f pxqdx « Q0pf , a, bq “ pb ´ aqf ppa` bq{2q
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Exercice 1.1

Montrer que les formules des rectangles sont d'ordre 0 et que la formule
du point milieu est d'ordre 1.

La précision de ces formules n'est pas bonne!
Comment y remédier?

En approchant la fonction f par des polynômes d'interpolation de degré
ě 1.
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Exercice 1.2

Montrer que les formules des rectangles sont d'ordre 0 et que la formule
du point milieu est d'ordre 1.

La précision de ces formules n'est pas bonne!
Comment y remédier?
En approchant la fonction f par des polynômes d'interpolation de degré
ě 1.
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Qnpf , a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj f pxjq «

ż b

a

f pxqdx (1)

Proposition:

La formule de quadrature élémentaire (1) à n ` 1 points est d'ordre k

si et seulement si

pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
, @r P v0, kw. (3)
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Qnpf , a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj f pxjq «

ż b

a

f pxqdx (1)

Proposition:

Soient pxi qiPv0,nw des points deux à deux distincts de l'intervalle ra, bs
donnés. Il existe alors une unique formule de quadrature élémentaire
(1) à n ` 1 points d'ordre n au moins.
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Qnpf , a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj f pxjq «

ż b

a

f pxqdx (1)

Proposition:

Soit Qnpf , a, bq de�nie en (1), une formule de quadrature élémentaire
à n ` 1 points (distincts deux à deux). On dit qu'elle est symétrique
si

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“

a ` b

2
et wi “ wn´i . (4)

Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polynômes de degré
2m alors elle est nécessairement exacte pour les polynômes de degré
2m ` 1.
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Qnpf , a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wj f pxjq «

ż b

a

f pxqdx (1)

Proposition:

Soient f P Cn`1pra, bs;Rq et Qnpf , a, bq de�nie en (1), une formule de
quadrature élémentaire à n ` 1 points pxi qiPv0,nw (distincts deux à deux) .
Si, pour tout i P v0, nw, les poids wi sont donnés par

wi “
1

b ´ a

ż b

a

n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj

xi ´ xj
dx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj

ti ´ tj
dx , @i P v0, nw (5)

avec ti “ pxi ´ aq{pb ´ aq alors la formule de quadrature est d'ordre n au
moins et l'on a

|Ea,bpf q| ď
1

pn ` 1q!

›

›

›f
pn`1q

›

›

›

8

ż b

a

|

n
ź

i“0

px ´ xi q|dx (6)
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Dans la proposition précédente, le choix des points reste libre.
Avec une discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs :

Méthodes de Newton-Cotes .

Bien d'autres méthodes peuvent être obtenues (avec d'autres points),
certaines permettant le calcul d'intégrales avec poids de la forme
şb

a
wpxqf pxqdx :

‚ méthode de Newton-Cotes ouvertes,

‚ méthode de Gauss-Legendre,

‚ méthode de Gauss-Jacobi,

‚ méthode de Gauss-Tchebychev,

‚ méthode de Gauss-Laguerre,

‚ méthode de Gauss-Hermitte,

‚ méthode de Gauss-Lobatto,

‚ méthode de Romberg...
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Proposition

Soient f P C0pra, bs;Rq et pxi qiPv0,nw une discrétisation régulière de
l'intervalle ra, bs: xi “ a`ih avec h “ pb´aq{n. Les formules de quadrature
élémentaires de Newton-Cotes s'écrivent sous la forme

ż b

a

f pxqdx « pb ´ aq

n
ÿ

i“0

wi f pxi q

n ordre wi (poids) nom

1 1 1
2

1
2

trapèze

2 3 1
6

2
3

1
6

Simpson

3 3 1
8

3
8

3
8

1
8

Newton

4 5 7
90

16
45

2
15

16
45

7
90

Villarceau

5 5 19
288

25
96

25
144

25
144

25
96

19
288

?

6 7 41
840

9
35

9
280

34
105

9
280

9
35

41
840

Weddle

7 7 751
17280

3577
17280

49
640

2989
17280

2989
17280

49
640

3577
17280

751
17280

?

8 9 989
28350

2944
14175

´ 464
14175

5248
14175

´ 454
2835

5248
14175

´ 464
14175

2944
14175

989
28350

?

Table : Méthodes de Newton-Cotes
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Par exemple, la formule de Simpson (n “ 2) est

ż b

a

f pxqdx «
b ´ a

6

ˆ

f paq ` 4f p
a ` b

2
q ` f pbq

˙

(7)

Calcul des coe�cients wi? :
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Par exemple, la formule de Simpson (n “ 2) est

ż b

a

f pxqdx «
b ´ a

6

ˆ

f paq ` 4f p
a ` b

2
q ` f pbq

˙

(7)

Calcul des coe�cients wi? : Méthode 1 :

Formule doit être exacte pour les monômes 1,X ,X 2 : on résoud le système

$

’

&

’

%

w0 ` w1 ` w2 “ 1, pf pxq “ 1q

aw0 ` pa ` hqw1 ` pa ` 2hqw2 “ 1
b´a

şb

a
xdx “ a ` h, pf pxq “ xq

a2w0 ` pa ` hq2w1 ` pa ` 2hq2w2 “ 1
b´a

şb

a
x2dx “ 1

3
p3a2 ` 6ah ` 4h2q, pf pxq “ x2q.

Mais il y a plus simple ...
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Par exemple, la formule de Simpson (n “ 2) est

ż b

a

f pxqdx «
b ´ a

6

ˆ

f paq ` 4f p
a ` b

2
q ` f pbq

˙

(7)

Calcul des coe�cients wi? : Méthode 2 :

Formule doit être exacte pour les monômes 1,X ,X 2 et les wi ne dépendent
pas de l'intervalle ra, bs : on peut les calculer sur l'intervalle r0, 1s en
résolvant le système

$

&

%

w0 ` w1 ` w2 “ 1, pf pxq “ 1q

0ˆ w0 `
1
2
w1 ` 1ˆ w2 “

ş1

0
xdx “ 1

2
, pf pxq “ xq

02 ˆ w0 ` p
1
2
q2 ˆ w1 ` p1q

2 ˆ w2 “
ş1

0
x2dx 1

3
, pf pxq “ x2q.
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Par exemple, la formule de Simpson (n “ 2) est

ż b

a

f pxqdx «
b ´ a

6

ˆ

f paq ` 4f p
a ` b

2
q ` f pbq

˙

(7)

Calcul des coe�cients wi? : Méthode 3 : @i P v0, nw

wi “

ż 1

0

Li ptqdx , avec Li ptq “

n
ź

j“0
j‰i

t ´ tj

ti ´ tj
“

n
ź

j“0
j‰i

nt ´ j

i ´ j

L0ptq “
2t ´ 1

´1

2t ´ 2

´2
“ p2 t ´ 1qpt ´ 1q

L1ptq “
2t

1

2t ´ 2

´1
“ ´4 pt ´ 1qt

L2ptq “
2t

2

2t ´ 1

1
“ p2 t ´ 1qt
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Sage http://www.sagemath.org/
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Problème lorsque n devient grand! : illustration sur un exemple simple.
Soit f pxq “ 3x ` 2, a “ 0 et b “ 1.

‚ Les formules de Newton-Cotes à n ` 1 points, n ě 1, sont exactes car
f est un polynôme de degré 1.

‚ les poids pwi qiPv0,nw peuvent être calculés sous forme fractionnaire.

Or xi et wi sont approchés à « 1e ´ 16 près sur ordinateur

xi “ i{n « x̃i et wi « w̃i

‚ Newton-Cotes exacte :
řn

i“0 wi f pxi q

‚ Newton-Cotes approchée :
řn

i“0 w̃i f px̃i q
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10-6

10-5

10-4

error

Numerical Newton-Cotes
Analytical Newton-Cotes

Figure : Instabilité des méthodes de Newton-Cotes élémentaires
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Remarque 1.1

Pour les méthode de Newton-Cotes, il ne faut pas trop "monter" en ordre
car le phénomène de Runge (forte oscillation possible du polynôme
d'interpolation sur les bords de l'intervalle) peut conduire à de très grande
erreurs. Au delà de n “ 7, des poids négatifs apparaissent dans les formules
et les rendent beaucoup plus sensibles aux erreurs d'arrondis.

Que faire pour pallier ce problème : Sortir couvert!1

1
Traduction : utiliser la relation de Chasles
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De�nition 1.2

Soit pαi qiPv0,kw une subdivison de l'intervalle rα, βs:

α “ α0 ă α1 ă ¨ ¨ ¨ ă αk “ β.

On a alors
ż β

α
f pxqdx “

k
ÿ

i“1

ż αi

αi´1

f pxqdx . (8)

Soit Qnpg , a, bq la formule de quadrature élémentaire à n ` 1 points d'ordre p

donnée par

Qnpg , a, bq
def
“ pb ´ aq

n
ÿ

j“0

wjgpxjq «

ż b

a

gpxqdx .

La méthode de quadrature composée associée à Qn, notée Qcomp

k,n , est donnée
par

Qcomp

k,n pf , α, βq “
k
ÿ

i“1

Qnpf , αi´1, αi q «

ż β

α
f pxqdx (9)

Qn ordre p ñ Qcomp

k,n ordre p

Integration numérique Méthodes de quadrature composées 2015/11/26 25 / 34



Formule composite des points milieux

α βm1

f(m1)

m2

f(m2)
m3

f(m3) m4

f(m4)

m5

f(m5)

m6

f(m6)

m7

f(m7)

m8

f(m8)

m9

f(m9)

y=f(x)

Q0pg , a, bq
def
“ pb ´ aqgp

a ` b

2
q

mj milieu de l'intervalle rαj´1, αj s,

mj “
αj´1 ` αj

2

ż β

α
f pxqdx “

k
ÿ

j“1

ż αj

αj´1

f pxqdx «

k
ÿ

j“1

Q0pf , αj´1, αjq “ h

k
ÿ

j“1

f pmjq
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Formule composite des trapèzes

f(α9)

α0

f(α0)

α1

f(α1)

α2f(α2) α3

f(α3)

α4

f(α4)

α5

f(α5)

α6

f(α6)

α7

f(α7)

α8

f(α8)

y=f(x)

Q1pg , a, bq
def
“

b ´ a

2
pgpaq ` gpbqq

ż b

a

f pxqdx “

k
ÿ

j“1

ż αj

αj´1

f pxqdx «

k
ÿ

j“1

Q0pf , αj´1, αjq

«
h

2

k
ÿ

j“1

pf pαj´1q ` f pαjqq
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Formule composite de Simpson

α4α0

f(α0)

m0

f(m0)

α1f(α1) m1

f(m1)

α2

f(α2)

m2

f(m2)

α3

f(α3)

m3

f(m3)

y=f(x) Q2pg , a, bq
def
“

b´a
6
pgpaq ` 4gpa`b

2
q ` gpbqq

mj milieu de l'intervalle rαj´1, αj s,

mj “
αj´1 ` αj

2

ż b

a

f pxqdx

k
ÿ

j“1

ż αj

αj´1

f pxqdx «

k
ÿ

j“1

Q2pf , αj´1, αjq

«
h

6

k
ÿ

j“1

pf pαj´1q ` 4f pmjq ` f pαjqq
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Ecompα,β pf q “

ż β

α
f pxqdx ´Qcomp

k,n pf , α, βq. (10)

On a alors

Ecompα,β pf q “

k
ÿ

j“1

˜

ż αj

αj´1

f pxqdx ´Qnpf , αj´1, αjq

¸

“

k
ÿ

j“1

Eαj´1,αj
pf q

et on a vu que si f P Cn`1pra, bs;Rq

|Ea,bpf q| ď
1

pn ` 1q!
max

xPra,bs
| f
pn`1qpxq|

ż b

a

|

n
ź

i“0

px ´ xi q|dx

Si xi discrétisation régulière de ra, bs, on peut démontrer (voir [1])

max
xPra,bs

|

n
ź

i“0

px ´ xi q| ď C
e´n

?
n logpnq

pb ´ aqn`1.
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En notant hj “ αj ´ αj´1, h “ maxjPv1,kw hj et Kn “ C e´n
?
n logpnq

|Ecompα,β pf q| ď

k
ÿ

j“1

|Eαj´1,αj
pf q|

ď

k
ÿ

j“1

Kn

pn ` 1q!
max

xPrαj´1,αj s
| f
pn`1qpxq|hn`2j

ď Kn
hn`1

pn ` 1q!
max

xPrα,βs
| f
pn`1qpxq|

k
ÿ

j“1

hj

ď Knpβ ´ αq
hn`1

pn ` 1q!

›

›

›f
pn`1q

›

›

›

8

Mais majoration non optimale!
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On vient de montrer, pour Newton-Cotes composées : si
f P Cn`1pra, bs;Rq

|Ecompα,β pf q| ď Knpβ ´ αq
hn`1

pn ` 1q!

›

›

›f
pn`1q

›

›

›

8

A l'aide des noyaux de Peano :

Théorème 2: [1], page 43 (admis)

Soient f P Cp`1pra, bs;Rq et Qcomp

k,n une méthode de quadrature com-
posée associée à une méthode de quadrature élémentaire Qn d'ordre
p ě n. On a alors

|Ecompα,β pf q| ď Cppβ ´ αqh
p`1

›

›

›f
pp`1q

›

›

›

8
(11)

avec h “ max
jPv1,kw

pαj ´ αj´1q et Cp ą 0.
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Figure : Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le calcul de
ż π{2

0

cospxqdx , NC(n) correspondant à Qcomp

k,n et h “ π
2k
.
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Figure : Erreur des méthodes de Newton-Cotes composées pour le calcul de
ż
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dx , NC(n) correspondant à Qcomp

k,n et h “ 10

k
.
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