2222 .
8 Exercice

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (z;, Yi)ie[o,n], tels que les x; sont distincts deux
a deux. On note
Q.1 1. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n
vérifiant
Li(z;) = dij, Vi € [0,n]. (1)

2. Montrer que les (Li)ie[o,n] forment une base de Rn[X] (espace vectoriel des
polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n).

On défini le polynoéme P,, par
Pa(@) = . yiLi(a). (2)
i=0

Q. 2 Montrer que polynéome P,, est l'unique polynéome de degré au plus n vérifiant
Pn(zi) = yi, Vi€ [1,n].

Correction Exercice

Q.1 1. De (1), on déduit que les n points distincts x; pour j € [0, n]\{i} sont les n



zéros du polynoéme L; de degré n : il s’écrit donc sous la forme

n
nx—x] avec C e R
§=0

J#1
Pour déterminer la constante C, on utilise (1)) avec j =i

Lz( ﬁ —.’E]

7=0
J#1

Les points x; sont distincts deux a deux, on a [ [7—¢(z; — x;) # 0 et donc

J#i
1
C=c=—F"+
[l=o(zi —z;)
J#i
d’ou "
xr— T,
L; = 73, Vi e [0,n]. 3
@ =15 vielonl 3)
7=0
J#i

Il reste & démontrer 'unicité. On suppose qu’il existe L; et U; deux polynémes de
Rn[X] vérifiant (). Alors Q; = L; — U; est polynome de degré n (au plus) admettant
n + 1 zéros distincts, c’est donc le polynéme nul et on a nécessairement L; = Uj;.
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2. On sait que dim R, [X] = n + 1. Pour que les {L:}, o ,,; forment une base de Rn[X]
il suffit de démontrer qu’ils sont linéairement indépendants.
Soit Ag, -+, An n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

DAL =0 = X\ =0, Vie[0,n]
=1

Noter que la premiére égalité est dans I’espace vectoriel R,,[X] et donc le 0 est pris
au sens polynoéme nul.

On a . .
Z /\sz =0 < Z )\ZLz(I) = 0, Vre R
1=1 =1

Soit k € [0,n]. En choisissant = x, on a par Dy AiLi(zk) = Ai et donc

DINLi=0 = > NLi(zg) =0, Vke [0,n] < Xy =0, Vke [0,n].
i=1 i=1
Les {Li},;cpo,,,) sont donc linéairement indépendants.
Q. 2 Par construction P, € R,[X] et
Pn(zi) = yi, Vie[0,n] (4)

et c’est 'unique polynome de degré au plus n vérifiant (??) (car la décomposition dans la
base {Li},c[o ) est unique).
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Q. 3 S’il existe ¢ € [0,n] tel que z = z; alors I’équation (??) est immédiatement vérifiée.
Soit = € [a,b] distinct de tous les z;. Comme f € C"**([a;b];R), Pn € Ro[X] et 7, €
Rn+1[X], on en déduit que la fonction F est dans C"H([a b]; R). La fonction F admet

. . 0 0
aussi n + 2 zéros : x, o, - ,Tn. On note §£ ]17 e ,£z ]nJrz ces m + 2 zéros ordonnés f[ I <

- < 55?]””. La fonction F' étant continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[, le theoreme de

Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F, il existe au moins un zéro de F’ = F®M Plus
précisemment on a

Vie[l,n+1], 3 6]550]1, m z+1[ tels que F(l)(fg[gl’]i) =0
et on en déduit que la fonction FY admet n + 1 zéros 53[[:1’]1, e 759[51,11+1 et l'on a 55?]1 <
5[1] e < fg[ﬁl’]nﬂ < 53[:(?17,+2' Il faut noter la dépendance en z des zéros de F' d’ou la

notation un peu "lourde".
Montrons par récurrence finie que (Py) est vraie pour tout k € [1,n + 1]

k k k
(Pe) : 360 ie [Ln+2— k], €7 <& < <&y < Einya tels que FOE)
Initialisation : Pour k = 1, la preuve a déja été faites.

Hérédité : Soit 1 < k— 1 < n+ 1, on suppose (Py_1) vérifiee. La fonction F*=1 atant
continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[, le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros
consécutifs de F(k_l), il existe au moins un zéro de F*). Par hypothése Fe=1)
n+2 — (k — 1) zéros vérifiant

admet

0 k—1 k—1
53[07]1<§3[371 ]<”'<§:E:n+]2 (k—1) <§mn+2

=0
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La fonction F*~1) est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b[ puisque F' € C"*([a; b]; R).
Par application du théoréme de Rolle, entre deux zéros de F’ (k_l), il existe au moins
un zéro de F*). Plus précisemment pour tout i € [1,n+2—k]ona

e ele LaliiL FRE) =0
De .plus, par construction, 550,]1 < §£k]1 << §£%11+2_k < 59[2]n+2~ et donc (Py) est
vraie.

Avec k = n + 1 on obtient
(Prs) + 36 elel) €)1l tel que FOFD(elH) = 0

et donc
n n n n n n z) —Pn(z n n
0= FD(E ) = gl - plpe (el - L= Pal@) oy gl
Comme P, € R,[X], on a P = 0. De plus m, € Rn+1[X], et comme 7, (z) = 2™ +

Q(z) avec Q € Ry[X] (i.e. son mondne de puissance n + 1 & pour coefficient 1) on obtient
7 (2) = (n + 1)! On a alors

f(n+1)(§[n+1]) f(ZL‘) — Pn(x) (n + 1)!

x,1

|




