
Proposition

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn des points distincts de ra, bs. L'application Ln : C0
pra, bs;Rq ÝÑ

RnrXs qui a toute fonction f P C0
pra, bs;Rq donne le polynôme d'interpolation de La-

grange Pn associés aux couples de pxi, fpxiqqiPv0,nw est bien dé�nie et linéaire. De plus
on a

}Ln}
def

“ sup
fPC0pra,bs;Rq

f‰0

}Lnpfq}8
}f}

8

“ Λn. (1)

Proof. Bien dé�nie et linéaire : facile mais à écrire
On montre tout d'abord que }Ln} ď Λn. En e�et, on a pour tout x P ra, bs et pour tout

f P C0
pra, bs;Rq,

|Lnpfqpxq| “ |

n
ÿ

i“0

fpxiqLipxq|

ď

n
ÿ

i“0

|fpxiqLipxq| ď }f}8

n
ÿ

i“0

|Lipxq|

ď Λn }f}8 .

On obtient alors
}Lnpfq}8 ď Λn }f}8 .
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et donc

sup
fPC0pra,bs;Rq

f‰0

}Lnpfq}8
}f}

8

ď Λn.

Pour obtenir l'égalité (??), il su�t donc, en reprenant les calculs précédents, de regarder
si l'on peut trouver x̄ P ra, bs et f̄ P C0

pra, bs;Rq véri�ant

|Lnpf̄qpx̄q| “ Λn

›

›f̄
›

›

8
.

On détermine x̄ pour que la dernière majoration, correspondant à
řn

i“0 |Lipxq| ď Λn,
devienne une égalité. L'application x ÞÑ

řn
i“0 |Lipxq| étant continue sur le fermé borné

ra, bs, il existe alors x̄ P ra, bs tel que

Λn “ max
xPra,bs

n
ÿ

i“0

|Lipxq| “
n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|.

On va maintenant regarder s'il est possible de construire une fonction f̄ P C0
pra, bs;Rq telle

que

|

n
ÿ

i“0

f̄pxiqLipx̄q| “
n
ÿ

i“0

|f̄pxiqLipx̄q| “
›

›f̄
›

›

8

n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|.

Si c'est le cas, on aura bien le résultat souhaité.
Sans déroger à la généralité, on peut supposer les points xi ordonnés : x0 ă x1 ă ¨ ¨ ¨ ă xn.
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Pour avoir la première égalité, il faut que tous les f̄pxiqLipx̄q soient de même signe. On
choisi le signe positif, et on impose par exemple les valeurs de f̄pxiq, @i P v0, nw,

"

f̄pxiq “ 1, si Lipx̄q ě 0,
f̄pxiq “ ´1, si Lipx̄q ă 0.

Il existe une multitude de fonctions de C0
pra, bs;Rq mais il faut controler son maximum

pour qu'il vaille 1 et avoir ainsi |f̄pxiq| “
›

›f̄
›

›

8
, @i P v0, nw. On peut alors choisir f̄ a�ne

sur chacun des intervalles rxk, xk`1s, @k P v0, n´ 1w, pusique l'on connait les valeurs aux
extrémités de chaque intervalle (`1 ou ´1). En dehors de ces intervalles, on prend par
exemple f̄pxq “ f̄px0q, @x P ra, x0s, et f̄pxq “ f̄pxnq, @x P rxn, bs. Cette fonction est par
construction continue sur ra, bs et véri�e

|Lnpf̄qpx̄q| “ |

n
ÿ

i“0

f̄pxiqLipx̄q|

“

n
ÿ

i“0

|f̄pxiqLipx̄q| “
›

›f̄
›

›

8

n
ÿ

i“0

|Lipx̄q|

“ Λn

›

›f̄
›

›

8
.

Or on a
›

›Lnpf̄q
›

›

8
“ sup

xPra,bs

|Lnpf̄qpxq| ě |Lnpf̄qpx̄q| “ Λn

›

›f̄
›

›

8
.

ce qui donne

sup
fPC0pra,bs;Rq

f‰0

}Lnpfq}8
}f}

8

ě Λn.
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