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£3 Exercice: Matrice d’élimination
.

Soit » € C™ avec v1 # 0. On note E’! € M,,(C) la matrice triangulaire inférieure
diagonale unité définie par

R 1 ,,,,, EVQ,,JZ,,J ,,,,, (,),.
—va/v1 i1 0 0
I
ElI = 0 (1)
3 . % g
—Vn /U1 : 0O ... 0 1

Q.1 1. Calculer le déterminant de E®.

2. Déterminer Uinverse de EI.

A€ M5 (C) avec A1,1 # 0. On note A. ; le jéme vecteur colonne de A et A; . son iéme
vecteur ligne. On pose A1 = A. 1.
Q.2 1. Caleuler A = EM1IA en fonction des vecteurs lignes de A.

2. Montrer que la premiére colonne de A est le vecteur (A1,1,0,..., O)t i.e.

Eilae, = Ai1e1 (2)



ol ey est le premier vecteur de la base canonique de C".

Soit m € N*. On note EI"™% € M,,,1,,(C) la matrice triangulaire inférieure a diagonale

unité définie par
o) _ (dm O
=70 TER ®)

Q.3 1. Calculer le déterminant de EI™?1.

[m,v]

2. Déterminer l'inverse de E en fonction de l’inverse de ElI.

Soit C la matrice bloc définie par

ol C1,1 € ./\/lm(C) et C1,2 € Mm,n(C).

Q. 4 Déterminer la matrice produit E'™#1B en fonction des matrices C1,1, C1,2 et A,

Correction Exercice

Q.1 1. La matrice E[] est triangulaire : son déterminant est donc le produit de ses
éléments diagonaux (voir Proposition , page . On a alors det(E[”]) =1.

2. Pour calculer son inverse qui existe puisque det(E[”]) # 0, on écrit EI! sous forme



bloc :

110 ... ”9“

E[”] — I

e : |n_1
avec e = (—v2/v1,...,—vn/v1)" € C""! On note X € M,,(C) son inverse qui s’écrit
avec la méme structure bloc

al b*
e S
X —

avec a e K,be K" ! ce K" et De M,,_1(C).
La matrice X est donc solution de E?IX = I. Grace & Décriture bloc des matrices
on en déduit rapidement la matrice X. En effet, en utilisant les produits blocs des



matrices, on obtient

17 05—y a!l b 1xa L 1xb* 405, xD
it e it el N | ittt
E[”]X — ! ! _ !
e; ln—1 CE D e><a+|n,1><c! exb* +1,.1xD
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| se+ec! eb*+D
|
Comme X est I'inverse de EI!, on a E?IX = I et donc en écriture bloc
a E b* 1 E :7471
,,,,,,,,, . A S et S
| =
ae +c¢
|

Ceci revient a résoudre les 4 équations
a=1, b*=0/,_,, ae+c=0,_1 et eb* +D=1,_1

qui donnent immédiatement a = 1, b = 0,—1, ¢ = —e et D = l,,—1. On obtient le



résultat suivant

1:,0 ... 0 1

,,,,, R _———

]
|
—e ln—1 e
|
]

Il aurait été plus rapide d’utiliser la Proposition page

Q. 2 1. Pour simplifier les notations, on note E = E1). Par définition du produit de
deux matrices on a

n

Z kAk,j7 (Z’j)e [[1,71]}2.

Quand ¢ = 1, on a par construction E; , = 61,% et donc

Arj=A;, Vjeln] <= Ai.=A. (4)
Pour i > 2,ona E;; = — 2% L et Eix = dik, Yk € [2,n]. On obtient alors pour tout
je[l,n]
Aij = Ei1Arj+ Z EikAk,; = Al,j + Z 0ikAk,j = —aAl,j + A
k=2 k=2



ce qui donne pour tout i € [2,n]

V5 . . )
Ai,j = Ai,j - FiA17ja Vje [[Lnﬂ — Az’,: = ——1A1 .
En conclusion, la matrice A écrit

2. De (4.6), on tire A1 = A1, A partir de ([@7) on obtient pour tout i € [2,n],

Ain = Ai1 — ¢+ A1 Par construction v; = Aj1 pour tout j € [1,n], ce qui donne
Aiq =0. i

La premiére colonne de A est (1,0,...,0)".

1. La matrice E[™% est triangulaire inférieure. Son déterminant est donc le pro-
duit de ses éléments diagonaux. Comme cette matrice est & diagonale unité (i.e. tous
ses 6léments diagonaux valent 1), on obtient det EI™%l = 1.

Une autre maniére de le démontrer. On peut voir que la matrice El™*] est bloc-

diagonale. D’aprés la Proposition page son déterminant est le produit des
déterminant des blocs diagonaux : det E/™?! = det I,,, x det E[* = 1.
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2. On note X l'inverse de la matrice EI™?], Cette matrice s’écrit avec la méme structure
bloc

X111 X2 Im 1 O I 1 O
»»»»»»» e I s S-Sl Il (R By [
X2,1 1 X2,2 0 | ElI Ol

On doit donc résoudre les 4 équations suivantes :
Xialm =lm, Xialn =0, Xoilm =0 et XooE® =1,.
Comme la matrice E™ est inversible, on obtient

0

=1 o gh(E[”])_1

Plus rapidement, comme la matrice EI™% est bloc-diagonale, on en déduit (voir Proposi-

tion page [136) directement le résultat.
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Q. 4 Le produit BC peut s’effectuer par bloc car les blocs sont de dimensions compatibles
et on a

s (. tm 1O0mn \( Ci1 iCia 1mCi1 +O0mnOnm 1 1mCiy2 + OmynA -
N on,m ? E On,m g A On,mcl,l + Eon,m ? On,mC1,2 + EA
_ (. CiaiCi2\_ [ Cu1 Ciz
Onm | EA Opm | A




