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Soient A PMnpKq une matrice inversible et bbb P Kn.

Résoudre

Axxx “ bbb

Le calcul de la matrice inverse A-1 revient à résoudre n systèmes linéaires.

Pour résoudre un système linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

‚ Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement

inversible
Axxx “ bbb ðñ MAxxx “ Mbbb.

‚ Méthodes itératives : On cherche B et ccc,

xxx rk`1s “ Bxxx rks ` ccc , k ě 0, xxx r0s donné

en espérant limkÑ`8 xxx rks “ xxx .
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Système diagonal

Soit A PMnpKq diagonale inversible et bbb P Kn.

xi “ bi{Ai ,i , @i P v1, nw. (1)

Algorithme 1 Fonction RSLMatDiag permettant de résoudre le système
linéaire à matrice diagonale inversible

Axxx “ bbb.

Données : A : matrice diagonale de MnpRq inversible.
bbb : vecteur de Rn.

Résultat : xxx : vecteur de Rn.

1: Fonction xxx Ð RSLMatDiag ( A,bbb )
2: Pour i Ð 1 à n faire

3: xpiq Ð bpiq{Api , iq
4: Fin Pour

5: Fin Fonction
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Système triangulaire inférieur
Soit A PMnpKq triangulaire inférieure inversible (Ai ,j “ 0 si i ă j)

Axxx “ bbb ðñ
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A inversible ðñ

Ai ,i ‰ 0,@i P v1, nw

Soit i P v1, nw, pAxxxqi “ bi , ðñ
n
ÿ

j“1

Ai ,jxj “ bi .

bi “
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj ` Ai ,ixi `
n
ÿ

j“i`1

Ai ,j
loomoon

“0

xj “
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj ` Ai ,ixi

xi “
1

Ai ,i

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj

¸

, @i P v1, nw. (2)
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Système triangulaire inférieur
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Système triangulaire inférieur
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xi “
1

Ai ,i

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj

¸

, @i P v1, nw.

Algorithme 2 R
0

1:

Résoudre Axxx “ b

b

b en 
al
ulant

su

essivement x

1

, x

2

, . . . , x
n

.

Algorithme 2 R
1

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: x

i

Ð
1

A

i ,i

˜

b

i

´
i´1

ÿ

j“1

A

i ,j
x

j

¸

3: Fin Pour
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xi “
1

Ai ,i

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj

¸

, @i P v1, nw.

Algorithme 2 R
1

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: x

i

Ð
1

A

i ,i

˜

b

i

´
i´1

ÿ

j“1

A

i ,j
x

j

¸

3: Fin Pour

Algorithme 2 R
2

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: S Ð
i´1

ÿ

j“1

A

i ,j
x

j

3: x

i

Ð pb
i

´ Sq{A
i ,i

4: Fin Pour
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xi “
1

Ai ,i

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj

¸

, @i P v1, nw.

Algorithme 2 R
3

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: S Ð
i´1

ÿ

j“1

A

i ,j
x

j

3: x

i

Ð pb
i

´ Sq{A
i ,i

4: Fin Pour

Algorithme 2 R
4

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: S Ð 0

3: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

4: S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
5: Fin Pour

6: x

i

Ð pb
i

´ Sq{A
i ,i

7: Fin Pour
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xi “
1

Ai ,i

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

Ai ,jxj

¸

, @i P v1, nw.

Algorithme 2 Fonction RSLTriInf permettant de résoudre le système
linéaire triangulaire inférieur inversible

Axxx “ bbb.

Données : A : matrice triangulaire de MnpKq inférieure inversible.
bbb : vecteur de Kn.

Résultat : xxx : vecteur de Kn.

1: Fonction xxx Ð RSLTriInf ( A,bbb )
2: Pour i Ð 1 à n faire

3: S Ð 0
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

5: S Ð S ` Api , jq ˚ xpjq
6: Fin Pour

7: xpiq Ð pbpiq ´ Sq{Api , iq
8: Fin Pour

9: Fin Fonction
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Système triangulaire supérieur

Soit A PMnpKq triangulaire supérieure inversible (Ai ,j “ 0 si i ă j)

Axxx “ bbb ðñ
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Exercice 1

Ecrire la fonction RSLTriSup permettant de résoudre le système tri-
angulaire supérieure Axxx “ bbb.
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Lemme 1.1:

Soit pi , jq P v1, nw2. On note Pri ,jsn P MnpRq la matrice identitée dont on a

permuté les lignes i et j . Alors la matrice Pri ,jsn est symétrique et orthogonale.
Pour toute matrice A PMnpKq,

1 la matrice Pri ,jsn A est matrice A dont on a permuté les lignes i et j ,

2 la matrice APri ,jsn est matrice A dont on a permuté les colonnes i et j ,

Lemme 1.2:

Soit A PMnpCq avec A1,1 ‰ 0. Il existe une matrice E PMnpCq triangulaire
inférieure à diagonale unité telle que

EAeee1 “ A1,1eee1 (3)

où eee1 est le premier vecteur de la base canonique de Cn.
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Théorème 2:

Soit A PMnpCq. Il existe une matrice unitaire U et une matrice trian-
gulaire supérieure T telles que

A “ UTU˚ (4)
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Algorithme de Gauss-Jordan

Axxx “ bbb ðñ Uxxx “ fff

où U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :

‚ Li Ø Lj permutation lignes i et j

‚ Li Ð Li ` αLj combinaison linéaire

A l'aide d'opérations élémentaires, on va transformer successivement en
n ´ 1 étapes le système. A l'étape k , on va s'arranger pour annuler les
termes sous-diagonaux de la colonne k de la matrice sans modi�er les k ´ 1
premières colonnes.
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Algorithme 3 Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de
Axxx “ bbb

1: Pour j Ð 1 à n ´ 1 faire

2: Rechercher l'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j , k P vj , nw)
3: Permuter les lignes j (Lj) et k (Lk) du système si besoin.
4: Pour i Ð j ` 1 à n faire

5: Eliminer en e�ectuant Li Ð Li ´
Ai,j

Aj,j
Lj

6: Fin Pour

7: Fin Pour

8: Résoudre le système triangulaire supérieur par la méthode de la remon-
tée.
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Algorithme 4 Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de
Axxx “ bbb

Données : A : matrice de MnpKq inversible.
bbb : vecteur de Kn.

Résultat : xxx : vecteur de Rn.

1: Fonction xxx Ð RSLGauss ( A,bbb )
2: Pour j Ð 1 à n ´ 1 faire

3: k Ð ChercheIndPivot pA, jq Ź à écrire

4: [A,bbb]Ð PermLignesSys pA,bbb, j , kq Ź à écrire
5: Pour i Ð j ` 1 à n faire

6: [A,bbb]Ð CombLignesSys pA,bbb, j , i ,´Api , jq{Apj , jqq Ź à écrire
7: Fin Pour

8: Fin Pour

9: xxx Ð RSLTriSuppA,bbbq Ź déjà écrite
10: Fin Fonction

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan 2015/10/17 17 / 55



Algorithme 5 Recherche d'un pivot pour l'algorithme
de Gauss-Jordan.

Données : A : matrice de MnpKq.
j : entier, 1 ď j ď n.

Résultat : k : entier, indice ligne pivot

1: Fonction k Ð ChercheIndPivot ( A, j )
2: k Ð j , pivotÐ |Apj , jq|
3: Pour i Ð j ` 1 à n faire

4: Si |Api , jq| ą pivot alors

5: k Ð i

6: pivotÐ |Api , jq|
7: Fin Si

8: Fin Pour

9: Fin Fonction

Algorithme 6 Permutte deux lignes d'une matrice et
d'un vecteur.

Données : A : matrice de MnpKq.
bbb : vecteur de Kn.
j , k : entiers, 1 ď j , k ď n.

Résultat : A et bbb modi�és.

1: Fonction [A,bbb]Ð PermLignesSys ( A,bbb, j , k )
2: Pour l Ð 1 à n faire

3: t Ð Apl , jq
4: Apl , jq Ð Apl , kq
5: Apl , kq Ð t

6: Fin Pour

7: t Ð bbbpjq, bbbpjq Ð bbbpkq, bbbpkq Ð t

8: Fin Fonction

Algorithme 7 Combinaison linéaire Li Ð Li `αLj appliqué
à une matrice et à un vecteur.

Données : A : matrice de MnpKq.
bbb : vecteur de Kn.
j , i : entiers, 1 ď j , i ď n.
alpha : scalaire de K

Résultat : A et bbb modi�és.

1: Fonction [A,bbb]Ð CombLignesSys ( A,bbb, j , i , alpha )
2: Pour k Ð 1 à n faire

3: Api , kq Ð Api , kq ` alphaApj , kq
4: Fin Pour

5: bbbpiq Ð bbbpiq ` alphabbbpjq

6: Fin Fonction
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Exercice 2: Méthode de Gauss, écriture algébrique

Soit A PMnpCq inversible.
Q.1 Montrer qu'il existe une matrice G PMnpCq telle que | detpGq| “ 1 et GAeee1 “
αeee1 avec α ‰ 0 et eee1 premier vecteur de la base canonique de Cn.
Q.2

1 Montrer par récurrence sur l'ordre des matrices que pour toute matrice

An PMnpCq inversible, il existe une matrice Sn PMnpCq telle que | detSn| “ 1
et SnAn “ Un avec Un matrice triangulaire supérieure inversible.

2 Soit bbb P Cn. En supposant connue la décompostion précédente SnAn “ Un,
expliquer comment résoudre le système Anxxx “ bbb.

Q.3 Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les Lemmes 1.1 et 1.2.
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On a donc démontré le théorème suivant

Théorème 3

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une
matrice inversible G telle que GA soit triangulaire supérieure.
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Exercice 3: Factorisation LU

Soit A PMnpCq une matrice dont les sous-matrices principales d'ordre
i , notées ∆i , i P v1, nw (voir De�nition ??, page ??) sont inversibles.
Montrer qu'il existe des matrices Erks P MnpCq, k P v1, n ´ 1w, tri-
angulaires inférieures à diagonale unité telles que la matrice U dé�nie
par

U “ Ern´1s ¨ ¨ ¨Er1sA

soit triangulaire supérieure avec Ui ,i “ det∆i{pU1,1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ui´1,i´1q,
@i P v1, nw.
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Théorème 4: Factorisation LU

Soit A P MnpCq une matrice dont les sous-matrices principales sont
inversibles alors il existe une unique matrice L P MnpCq triangu-
laire inférieure (lower triangular en anglais) à diagonale unité et une
unique matrice U P MnpCq triangulaire supérieure (upper triangular

en anglais) inversible telles ques

A “ LU.

preuve :

‚ Existence : exercice précédant U “ Ern´1s ¨ ¨ ¨Er1sA

L “
´

Ern´1s ¨ ¨ ¨Er1s
¯

-1

‚ Unicité : A “ L1U1 “ L2U2 ...
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Corollaire 4.1:

Si A P MnpCq est une matrice hermitienne dé�nie positive alors elle
admet une unique factorisation LU.

preuve : A hermitienne dé�nie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont dé�nies positives et donc inversibles.
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Remarque 4.2

Si la matrice A PMnpCq est inversible mais que ses sous-matrices
principales ne sont pas toutes inversibles, il est possible par des
permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener à une
matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

Théorème 5: Factorisation LU avec permutations

Soit A P MnpCq une matrice inversible. Il existe une matrice P, pro-
duit de matrices de permutation, une matrice L PMnpCq triangulaire
inférieure à diagonale unité et une matrice U P MnpCq triangulaire
supérieure telles ques

PA “ LU. (5)
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Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A PMnpKq admettant une factorisation LU

Trouver xxx P Kn tel que

Axxx “ bbb ðñ LUxxx “ bbb (6)

est équivalent à

Trouver xxx P Kn solution de

Uxxx “ yyy (7)

avec yyy P Kn solution de

Lyyy “ bbb. (8)
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Algorithme de résolution de systèmes linéaire par LU

Algorithme 8 Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une fac-
torisation LU, le système linéaire

Axxx “ bbb

où A une matrice de MnpRq dé�nie positive et bbb P Rn.

Données : A : matrice de MnpRq dont les sous-matrices
principales sont inversibles dé�nie positive,

bbb : vecteur de Rn.

Résultat : xxx : vecteur de Rn.

1: Fonction xxx Ð RSLFactLU ( A,bbb )
2: rL,Us Ð FactLUpAq Ź Factorisation LU
3: yyy Ð RSLTriInfpL,bbbq Ź Résolution du système Lyyy “ bbb

4: xxx Ð RSLTriSuppU,yyyq Ź Résolution du système Uxxx “ yyy

5: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction FactLU
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Soit A PMnpKq admettant une factorisation LU.
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On connait A, on cherche L et U

‚ Etape 1 :

§ On connait la première ligne de L ùñ on peut calculer la première

ligne de U

§ On connait la première colonne de U ùñ on peut calculer la

première colonne de U

‚ Etape 2 :

§ On connait la deuxième ligne de L ùñ on peut calculer la deuxième

ligne de U car on connait la première ligne de U

§ On connait la deuxième colonne de U ùñ on peut calculer la

deuxième colonne de L car on connait la première colonne de L

‚ ...
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‚ Etape i :
On connait les i ´ 1 premières colonnes de L et les i ´ 1 premières
lignes de U.
Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
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Par récurrence, en supposant les i ´ 1 premières colonnes de L et les i ´ 1
premières lignes de U.
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Par récurrence, on suppose connues les i ´ 1 premières colonnes de L et les
i ´ 1 premières lignes de U.
Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
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¨
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0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 Ui,i ‚ ¨ ¨ ¨ ‚

.

.

.

.

.

. 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ‚

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 0 ¨ ¨ ¨ 0 Un,n
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‚

On cherche Ui ,j @j P vi , nw.

Ai ,j
def
“

n
ÿ

k“1

Li ,kUk,j “

i´1
ÿ

k“1

connus
hkkikkj

Li ,kUk,j `

“1
hkkikkj

Li ,i Ui ,j `

i`1
ÿ

k“1

“0
hkkikkj

Li ,k Uk,j

Ui ,j “ Ai ,j ´

i´1
ÿ

k“1

Li ,kUk,j , @j P vi , nw.
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‹

‚

On cherche Lj ,i @j P vi ` 1, nw, (Li ,i “ 1)

Aj ,i
def
“

n
ÿ

k“1

Lj ,kUk,i “

i´1
ÿ

k“1

connus
hkkikkj

Lj ,kUk,i `Lj ,i

connu
hkkikkj

Ui ,i `

i`1
ÿ

k“1

Lj ,k

“0
hkkikkj

Uk,i

Lj ,i “

˜

Aj ,i ´

i´1
ÿ

k“1

Lj ,kUk,i

¸

{Ui ,i , @j P vi ` 1, nw.
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Algorithme 9 R
0

1: Cal
uler les matri
es L et U

Algorithme 9 R
1

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Cal
uler la ligne i de U.

3: Cal
uler la 
olonne i de L.

4: Fin Pour
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Algorithme 9 R
1

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Cal
uler la ligne i de U.

3: Cal
uler la 
olonne i de L.

4: Fin Pour

Algorithme 9 R
2

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

3: Upi , jq Ð 0

4: Fin Pour

5: Pour j Ð i à n faire

6: U

i ,j
Ð A

i ,j
´

i´1

ÿ

k“1

L

i ,k
U

k,j

7: Fin Pour

8: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

9: L

j ,i
Ð 0

10: Fin Pour

11: L

i ,i
Ð 1

12: Pour j Ð i ` 1 à n faire

13: L

j ,i
Ð 1

U

i,i

˜

A

j ,i
´

i´1

ÿ

k“1

L

j ,k
U

k,i

¸

14: Fin Pour

15: Fin Pour
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Algorithme 9 R
2

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

3: Upi , jq Ð 0

4: Fin Pour

5: Pour j Ð i à n faire

6: U

i ,j
Ð A

i ,j
´

i´1

ÿ

k“1

L

i ,k
U

k,j

7: Fin Pour

8: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

9: L

j ,i
Ð 0

10: Fin Pour

11: L

i ,i
Ð 1

12: Pour j Ð i ` 1 à n faire

13: L

j ,i
Ð 1

U

i,i

˜

A

j ,i
´

i´1

ÿ

k“1

L

j ,k
U

k,i

¸

14: Fin Pour

15: Fin Pour

Algorithme 9 R
3

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

3: Upi , jq Ð 0

4: Fin Pour

5: Pour j Ð i à n faire

6: S

1

Ð
i´1

ÿ

k“1

L

i ,k
U

k,j

7: U

i ,j
Ð A

i ,j
´ S

1

8: Fin Pour

9: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

10: L

j ,i
Ð 0

11: Fin Pour

12: L

i ,i
Ð 1

13: Pour j Ð i ` 1 à n faire

14: S

2

Ð
i´1

ÿ

k“1

L

j ,k
U

k,i

15: L

j ,i
Ð

1

U

i ,i

pA
j ,i

´ S

2

q .

16: Fin Pour

17: Fin Pour
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Algorithme 9 R
3

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

3: Upi , jq Ð 0

4: Fin Pour

5: Pour j Ð i à n faire

6: S

1

Ð
i´1

ÿ

k“1

L

i ,k
U

k,j

7: U

i ,j
Ð A

i ,j
´ S

1

8: Fin Pour

9: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

10: L

j ,i
Ð 0

11: Fin Pour

12: L

i ,i
Ð 1

13: Pour j Ð i ` 1 à n faire

14: S

2

Ð
i´1

ÿ

k“1

L

j ,k
U

k,i

15: L

j ,i
Ð

1

U

i ,i

pA
j ,i

´ S

2

q .

16: Fin Pour

17: Fin Pour

Algorithme 9 R
4

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

3: Upi , jq Ð 0

4: Fin Pour

5: Pour j Ð i à n faire

6: S

1

Ð 0

7: Pour k Ð 1 à i ´ 1 faire

8: S

1

Ð S

1

` L

i ,k
˚ U

k,j

9: Fin Pour

10: U

i ,j
Ð A

i ,j
´ S

1

11: Fin Pour

12: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

13: L

j ,i
Ð 0

14: Fin Pour

15: L

i ,i
Ð 1

16: Pour j Ð i ` 1 à n faire

17: S

2

Ð 0

18: Pour k Ð 1 à i ´ 1 faire

19: S

2

Ð S

2

` L

j ,k
˚ U

k,i

20: Fin Pour

21: L

j ,i
Ð

1

U

i ,i

pA
j ,i

´ S

2

q .

22: Fin Pour

23: Fin Pour
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Algorithme 9 Fonction FactLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de
factorisation LU associée à la matrice A, telle que

A “ LU
Données : A : matrice de MnpKq dont les sous-matrices principales

sont inversibles.

Résultat : L : matrice de MnpKq triangulaire inférieure
avec Li ,i “ 1, @i P v1, nw

U : matrice de MnpKq triangulaire supérieure.

1: Fonction rL,Us Ð FactLU( A )
2: U Ð On Ź On matrice nulle n ˆ n

3: L Ð In Ź In matrice identitée n ˆ n

4: Pour i Ð 1 à n faire

5: Pour j Ð i à n faire Ź Calcul de la ligne i de U
6: S1 Ð 0
7: Pour k Ð 1 à i ´ 1 faire

8: S1 Ð S1 ` Lpi , kq ˚ Upk , jq
9: Fin Pour

10: Upi , jq Ð Api , jq ´ S1
11: Fin Pour

12: Pour j Ð i ` 1 à n faire Ź Calcul de la colonne i de L
13: S2 Ð 0
14: Pour k Ð 1 à i ´ 1 faire

15: S2 Ð S2 ` Lpj , kq ˚ Upk , iq
16: Fin Pour

17: Lpj , iq Ð pAj ,i ´ S2q {Upi , iq.
18: Fin Pour

19: Fin Pour

20: Fin Fonction
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Plan

1 Méthodes directes
Matrices particulières

Matrices diagonales

Matrices triangulaires inférieures

Matrices triangulaires supérieures

Exercices et résultats
préliminaires
Méthode de Gauss-Jordan

Ecriture algébrique

Factorisation LU
Résultats théoriques

Utilisation pratique

Factorisation LDL˚

Factorisation de Cholesky
Résultats théoriques

Résolution d'un système linéaire

Algorithme : Factorisation

positive de Cholesky

Factorisation QR
La tranformation de Householder

2 Normes vectorielles et normes
matricielles

3 Conditionnement d'un système
linéaire

4 Méthodes itératives
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Soit A PMnpCq hermitienne inversible admettant une factorisation LU.
On pose

D “ diag U et R “ D-1U.

R est alors triangulaire supérieure à diagonale unité. On a alors

A “ LU “ LDD-1U “ LDR.

A hermitienne A˚ “ A ùñ A “ R˚pD˚L˚q “ LpDRq

Par unicité de la factorisation LU :

R˚ “ L etD˚L˚ “ DR ùñ R˚ “ L et D˚ “ D
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Théorème 6: Factorisation LDL˚

Soit A P MnpCq une matrice hermitienne inversible admettant une
factorisation LU. Alors A s'écrit sous la forme

A “ LDL˚ (9)

où D “ diag U est une matrice à coe�cients réels.

Corollaire 6.1:

Une matrice A P MnpCq admet une factorisation LDL˚ avec L P

MnpCq matrice triangulaire inférieure à diagonale unité et D PMnpRq

matrice diagonale à coe�cients diagonaux strictement positifs si et

seulement si la matrice A est hermitienne dé�nie positive.
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Plan

1 Méthodes directes
Matrices particulières

Matrices diagonales

Matrices triangulaires inférieures

Matrices triangulaires supérieures

Exercices et résultats
préliminaires
Méthode de Gauss-Jordan

Ecriture algébrique

Factorisation LU
Résultats théoriques

Utilisation pratique

Factorisation LDL˚

Factorisation de Cholesky
Résultats théoriques

Résolution d'un système linéaire

Algorithme : Factorisation

positive de Cholesky

Factorisation QR
La tranformation de Householder

2 Normes vectorielles et normes
matricielles

3 Conditionnement d'un système
linéaire

4 Méthodes itératives
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De�nition

Une factorisation régulière de Cholesky d'une matrice A PMnpCq

est une factorisation A “ BB˚ où B est une matrice triangulaire in-
férieure inversible.
Si les coe�cients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d'une
factorisation positive de Cholesky.

Théorème: Factorisation de Cholesky

La matrice A P MnpCq admet une factorisation régulière de Cholesky
si et seulement si la matrice A est hermitienne dé�nie positive. Dans
ce cas, elle admet une unique factorisation positive.
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Soit A PMnpCq hermitienne dé�nie positive et bbb P Cn. On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver xxx P Cn tel que

Axxx “ bbb pðñ BB˚xxx “ bbbq (10)

est équivalent à

Trouver xxx P Cn solution de

B˚xxx “ yyy (11)

avec yyy P Cn solution de

Byyy “ bbb. (12)
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Soit A PMnpCq hermitienne dé�nie positive et bbb P Cn. On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver xxx P Cn tel que

Axxx “ bbb pðñ BB˚xxx “ bbbq (10)

est équivalent à

Trouver xxx P Cn solution de

B˚xxx “ yyy (11)

avec yyy P Cn solution de

Byyy “ bbb. (12)
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Algorithme de résolution de systèmes linéaire par Cholesky

Algorithme 10 Fonction RSLCholesky permettant de résoudre, par une
factorisation de Cholesky positive, le système linéaire

Axxx “ bbb

où A une matrice hermitienne de MnpCq dé�nie positive et bbb P Cn.

Données : A : matrice de MnpCq symétrique dé�nie positive,
bbb : vecteur de Cn.

Résultat : xxx : vecteur de Cn.

1: Fonction xxx Ð RSLCholesky( A,bbb )
2: B Ð CholeskypAq Ź Factorisation positive de Cholesky
3: yyy Ð RSLTriInfpL,bbbq Ź Résolution du système Byyy “ bbb

4: U Ð MatAdjointepBq Ź Calcul de la matrice adjointe de B
5: xxx Ð RSLTriSuppU,yyyq Ź Résolution du système B˚xxx “ yyy

6: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction RSLCholesky
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Soit A PMnpCq hermitienne dé�nie positive. il existe une unique matrice
B PMnpCq triangulaire inférieure avec bi ,i P R

`˚, @i P v1, nw, telle que

A “ BB˚

c'est à dire

¨

˚

˝

a1,1 . . . a1,n
...

. . . . . .
an,1 . . . an,n

˛

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

b1,1 0 . . . 0
...

. . .
. . .

...
...

. . . 0
bn,1 . . . . . . bn,n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˚

˝

b1,1 . . . . . . bn,1

0
. . .

...
...

. . .
. . .

...
0 . . . 0 bn,n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

.

‚ Calcul de b1,1 (la 1ère ligne de B est donc déterminée)
ùñ calcul 1ère colonne de B.

‚ Puis calcul de b2,2 (la 2ème ligne de B est donc déterminée)
ùñ calcul 2ème colonne de B.

‚ Etc...
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Soit A PMnpCq hermitienne dé�nie positive. il existe une unique matrice
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‚ Puis calcul de b2,2 (la 2ème ligne de B est donc déterminée)
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Soit i P v1, nw. On suppose connues les i ´ 1 premières colonnes de B.
Peut-on calculer la colonne i de B?

A “ BB˚ ùñ ai ,i “

n
ÿ

k“1

bi ,kpb
˚qk,i “

n
ÿ

k“1

bi ,kbi ,k

Or B triangulaire inférieure (i.e. bi ,j “ 0 si j ą i)

ai ,i “

i´1
ÿ

k“1

|bi ,k |
2 ` |bi ,i |

2

et donc

bi ,i “

˜

ai ,i ´

i´1
ÿ

j“1

|bi ,j |
2

¸1{2

.
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Il reste à déterminer bj ,i , @j P vi ` 1, nw.

aj ,i “

n
ÿ

k“1

bj ,kpB
˚qk,i “

n
ÿ

k“1

bj ,kbi ,k , @j P vi ` 1, nw

Comme L est triangulaire inférieure on obtient

aj ,i “

i
ÿ

k“1

bj ,kbi ,k “

i´1
ÿ

k“1

bj ,kbi ,k ` bj ,ibi ,i , @j P vi ` 1, nw

Or bi ,i ą 0 connu et les i ´ 1 premières colonnes de B aussi.

bj ,i “
1

bi ,i

˜

aj ,i ´

i´1
ÿ

k“1

bj ,kbi ,k

¸

, @j P vi ` 1, nw

bj ,i “ 0, @j P v1, i ´ 1w.
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Algorithme 11 R
0

1: Cal
uler la matri
e B

Algorithme 11 R
1

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: Cal
uler b

i ,i
, 
onnaissant les

i ´ 1 premières 
olonnes de B.

3: Cal
uler la i

ème


olonne de B.

4: Fin Pour
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Algorithme 11 R
1

1: Pour i Ð 1 à n faire

2:

Cal
uler b

i ,i
, 
onnaissant les

i ´ 1 premières 
olonnes de B.

3: Cal
uler la i

ème


olonne de B.

4: Fin Pour

Algorithme 11 R
2

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: b

i ,i
Ð

˜

a

i ,i
´

i´1

ÿ

j“1

|b
i ,j

|2

¸

1{2

3: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

4: b

j ,i
Ð 0

5: Fin Pour

6: Pour j Ð i ` 1 à n faire

7: b

j ,i
Ð

1

b

i ,i

˜

a

j ,i
´

i´1

ÿ

k“1

b

j ,k
b

i ,k

¸

.

8: Fin Pour

9: Fin Pour
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Algorithme 11 R
2

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: b

i ,i
Ð

˜

a

i ,i
´

i´1

ÿ

j“1

|b
i ,j

|2

¸

1{2

3: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

4: b

j ,i
Ð 0

5: Fin Pour

6: Pour j Ð i ` 1 à n faire

7: b

j,i
Ð

1

b

i,i

˜

a

j,i
´

i´1

ÿ

k“1

b

j,k
b

i,k

¸

.

8: Fin Pour

9: Fin Pour

Algorithme 11 R
3

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: S

1

Ð
i´1

ÿ

j“1

|b
i ,j

|2

3: b

i ,i
Ð pa

i ,i
´ S

1

q1{2

4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

5: b

j ,i
Ð 0

6: Fin Pour

7: Pour j Ð i ` 1 à n faire

8: S

2

Ð
i´1

ÿ

k“1

b

j ,k
b

i ,k

9: b

j ,i
Ð

1

b

i ,i

pa
j ,i

´ S

2

q .

10: Fin Pour

11: Fin Pour
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Algorithme 11 R
3

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: S

1

Ð
i´1

ÿ

j“1

|b
i ,j

|2

3: b

i ,i
Ð pa

i ,i
´ S

1

q1{2

4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

5: b

j ,i
Ð 0

6: Fin Pour

7: Pour j Ð i ` 1 à n faire

8: S

2

Ð
i´1

ÿ

k“1

b

j ,k
b

i ,k

9: b

j ,i
Ð

1

b

i ,i

pa
j ,i

´ S

2

q .

10: Fin Pour

11: Fin Pour

Algorithme 11 R
4

1: Pour i Ð 1 à n faire

2: S

1

Ð 0

3: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

4: S

1

Ð S

1

` |b
i ,j

|2

5: Fin Pour

6: b

i ,i
Ð pa

i ,i
´ S

1

q1{2

7: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

8: b

j ,i
Ð 0

9: Fin Pour

10: Pour j Ð i ` 1 à n faire

11: S

2

Ð 0

12: Pour k Ð 1 à i ´ 1 faire

13: S

2

Ð S

2

` b

j ,k
b

i ,k

14: Fin Pour

15: b

j ,i
Ð

1

b

i ,i

pa
j ,i

´ S

2

q .

16: Fin Pour

17: Fin Pour
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Algorithme 11 Fonction Cholesky permettant de calculer la matrice B, dites matrice de
factorisation positive de Cholesky associée à la matrice A, telle que

A “ BB˚.
Données : A : matrice de MnpCq hermitienne dé�nie positive.
Résultat : B : matrice de MnpCq triangulaire inférieure

avec Bpi , iq ą 0, @i P v1, nw

1: Fonction BÐ Cholesky( A )
2: Pour i Ð 1 à n faire

3: S1 Ð 0
4: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

5: S1 Ð S1 ` |Bpi , jq|
2

6: Fin Pour

7: Bpi , iq Ð sqrtpApi , iq ´ S1q

8: Pour j Ð 1 à i ´ 1 faire

9: Bpj , iq Ð 0
10: Fin Pour

11: Pour j Ð i ` 1 à n faire

12: S2 Ð 0
13: Pour k Ð 1 à i ´ 1 faire

14: S2 Ð S2 ` Bpj , kq ˚ Bpi , kq
15: Fin Pour

16: Bpj , iq Ð pApj , iq ´ S2q{Bpi , iq.
17: Fin Pour

18: Fin Pour

19: Fin Fonction
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Exercice 4

Proposer une méthode permettant de tester la fonction Cholesky .
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Plan

1 Méthodes directes
Matrices particulières

Matrices diagonales

Matrices triangulaires inférieures

Matrices triangulaires supérieures

Exercices et résultats
préliminaires
Méthode de Gauss-Jordan

Ecriture algébrique

Factorisation LU
Résultats théoriques

Utilisation pratique

Factorisation LDL˚

Factorisation de Cholesky
Résultats théoriques

Résolution d'un système linéaire

Algorithme : Factorisation

positive de Cholesky

Factorisation QR
La tranformation de Householder

2 Normes vectorielles et normes
matricielles

3 Conditionnement d'un système
linéaire

4 Méthodes itératives
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De�nition: Matrice élémentaire de Householder

Soit uuu P Cn tel que }uuu}2 “ 1. On appelle matrice élémentaire de

Householder la matrice Hpuuuq PMnpCq dé�nie par

Hpuuuq “ I´ 2uuuuuu˚. (13)

Propriété:

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.
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Propriété:

Soient xxx P Kn et uuu P Kn, }uuu}2 “ 1. On note xxx‖ “ projuuu pxxxq
def
“ xuuu,xxxyuuu

et xxxK “ xxx ´ xxx‖. On a alors

HpuuuqpxxxK ` xxx‖q “ xxxK ´ xxx‖. (14)

et
Hpuuuqxxx “ xxx , si xxxx ,uuuy “ 0. (15)

Théorème:

Soient aaa, bbb deux vecteurs non colinéaires de Cn avec }bbb}2 “ 1. Soit
α P C tel que |α| “ }aaa}2 et argα “ ´ arg xaaa,bbby rπs. On a alors

H

ˆ

aaa ´ αbbb

}aaa ´ αbbb}2

˙

aaa “ αbbb. (16)
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Exercice 5:

Soient aaa et bbb deux vecteurs non nuls et non colinéaires de Cn avec
}bbb}2 “ 1.
Q.1 Ecrire la fonction algorithmique Householder permettant de

retourner une matrice de Householder H et α P C tels que Hpuuuqaaa “ αbbb.
Le choix du α est fait par le paramètre δ (0 ou 1) de telle sorte que

argα “ ´ argpxaaa,bbbyq ` δπ avec |α| “ }aaa}2 .
Des fonctions comme dotpaaa,bbbq (produit scalaire de deux vecteurs),

normpaaaq (norme d'un vecteur), argpzq (argument d'un nombre com-

plexe), matprodpA,Bq (produit de deux matrices), ctransposepAq
(adjoint d'une matrice), ... pourront être utilisées

Q.2 Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On

pourra utiliser la fonction vecrandpnq retournant un vecteur aléatoire

de Cn, les parties réelles et imaginaires de chacune de ses composantes

étant dans s0, 1r (loi uniforme).

Q.3 Proposer un programme permettant de véri�er que δ “ 1 est le

"meilleur" choix.
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Corollaire 6.2:

Soit aaa P Cn avec a1 ‰ 0 et Dj P v2, nw tel que aj ‰ 0. Soient θ “ arg a1
et

uuu˘ “
aaa ˘ }aaa}2 e

ıθeee1
}aaa ˘ }aaa}2 e

ıθeee1}

Alors
Hpuuu˘qaaa “ ¯}aaa}2 e

ıθeee1 (17)

où eee1 désigne le premier vecteur de la base canonique de Cn.
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Théorème 7:

Soit A PMnpCq une matrice. Il existe une matrice unitaire Q PMnpCq

produit d'au plus n ´ 1 matrices de Householder et une matrice trian-
gulaire supérieure R PMnpCq telles que

A “ QR. (18)

Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et l'on peut choisir Q de
telle sorte que les coe�cients diagonaux de R soient positifs. De plus,
si A est inversible alors la factorisation est unique.
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Exercice 6: Algorithmique

Q.1 Ecrire une fonction FactQR permettant de calculer la factori-

sation QR d'une matrice A PMnpCq.
On pourra utiliser la fonctionHouseholder (voir Exercice 49, page 75).

Q.2 Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.
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