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Soient A € M,(IK) une matrice inversible et b € K".

Résoudre

Ax = b

Le calcul de la matrice inverse A™! revient a résoudre n systémes linéaires.

& Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

o Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement
inversible
Ax =b <= MAx = Mb.

e Meéthodes itératives : On cherche B et ¢,
xk+t = BxlK 4 ¢ k>0, xI% donneé

en espérant limy_, o x4 = x.
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¥ Definition
Une norme sur un espace vectoriel V est une application |[ef : V — R™
qui vérifie les propriétés suivantes

o |v|=0<=v =0,

o |av| =|a||v|, Yae K, Vve V,

o |u+v| <|ul| + v, V(u,v)e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On ap-
pelle espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d’une norme.
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Proposition

Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, I'application |e , définie

par
n 1p
Ivl, = <Z |Vi|p>
i=1

est une norme sur K”.

Normes usitées :

n n 1/2
2
Ivly =D Ml vl = (Z\w\ ) v vl = max fvil.
ie[1,n]

i=1 i=1 ’
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Lemme 2.1: Inégalité de Cauchy-Schwarz @

Vx,y € K"
|Gyl < Ixlz Myl - (1)

Cette inégalité s'appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité
si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Lemme 2.2: Inégalité de Hélder £

Pourp>1et%+%=1,onaVu,ve]K”

n n p /g /g
Z\UiVi\<<Z!Ui!p> (Z\Vi\q) = lull, Ivly- (2

i=1 i=1 i=1

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Holder.
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' Definition 2.3

/ L A o
Deux normes ||o| et o], définies sur un méme espace vectoriel V,
sont équivalentes s'il exite deux constantes C et C’ telles que

vl < C|v| et |v|<C'|v|" pourtoutve V. (3)

Proposition

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équiv-
alentes.

Normes vectorielles et normes matricielles Normes vectorielles 2015/10/28 10 / 55



Plan

© Normes vectorielles et normes
matricielles

@ Normes matricielles

o
Normes matricielles

=

= = = 9ac
2015/10/28 11 / 55



¥ Definition 2.4
Une norme matricielle sur M, (IK) est une application [|e| : M ,(K) —
R™ vérifiant
O |Al =0« A=0,
Q |aA| = |af |Al, Va € K, VA e M,y(K),
O |A+B| < |A|+]|B], Y(A B) e M,(KK)? (inégalité triangulaire)
O [AB] < [A][B], ¥ (A,B) € M,(K)?

Peut-on étendre cette définition sur M, ,(IK)?

Normes vectorielles et normes matricielles
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Proposition: 43

Etant donné une norme vectorielle ||o| sur C", I'application [e| : M,(C) — R* définie par

IAls = sup T—— = sup |Av| = sup [|Av], (4)
veC" veC” veC”
v#0 Ivii<1 [vil=1
est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (3 la norme vectorielle
donnée).
De plus
IAv] < Al v] vveC” (5)

et la norme ||A| peut se définir aussi par
JAl, = inf{a e R: |Av] < alv], W e K"}, (6)
Il existe au moins un vecteur u € C" tel que
u#0 et |Auf = Al ]u]. (7)
Enfin une norme subordonnée vérifie toujours

IMs =1 (8)
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Théoréme 3

Soit A e M,(K). On a

Av|
A def H 1 _ al 9
H ”1 H Hl je[[l n}] Z | J’ ( )

Mk“ ‘mb=WMMFvWMﬂﬂNh (10)

Av|

Al sup ” L — max aj; 11
Wl = 200 Bl i 1 )
v

La norme | o], est invariante par transformation unitaire :

UU* = I — [Al, = [AU], = [UA[, = [U*AU[,.  (12)
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Corollaire 3.1

© Si une matrice A est hermitienne, ou symétrique (donc normale),
on a |Al, = P(A).

@ Si une matrice A est unitaire, ou orthogonale (donc normale), on
a [Al, =1
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¥ Definition 3.2

Soit V un espace vectoriel muni d'une norme ||, on dit qu'une suite
(vk) d’éléments de V converge vers un élément v € V, si

lim |vg —v| =0
k—0o0

et on écrit

v= lim vy
k—o0
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Théoréme 4: admis

Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

Q lim,_, B¥ =0,
Q limi_,o, BXv = 0 pour tout vecteur v,
9 r(B) <1,

Q |B|| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

Théoréme 5: admis

Soit B une matrice carrée, et || une norme matricielle quelconque.
Alors

lim HBkHl/k = p(B).

k—ao0
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Soient A € M,(KK) inversible et b € K".

Ax=b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?
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Exemple de R.S. Wilson

Soient
1 1
10 7 8 7 0 0 5 s
| 75 6 5 B 2 %= 0 0
A=l 8610 o 2A° 0 —?1—0 —& 0
1 1
7 5 9 10 — 5 — 1% 0 —g5

et b* = (32, 23,33, 31), (Ab)" = (155- — 105> 165 —105) - Des calculs
exacts donnent

Ax =b — x*=(1,1,1,1)
Au=(b+Ab) = u*= (%, —i, g, 7—9)
50" 25’ 20" 100

~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)

vt = (=81, 137, —34, 22)

. 18283543 31504261 3741501 5235241
- (_ 461600 ' 461600 ~ 230800 ’ 461600)
~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

(A+ DA = b

!

(A+ AA)y = (b + Ab)

!
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Soient A € M, (IK) inversible et b € IK".

Ax =b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?

Non, pas forcément!

Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.

On dit qu'un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon
conditionnement si de petites perturbations des données n’entrainent
qu’une variation raisonnable de la solution.

Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d'une matrice?
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¥ Definition 6.1

Soit ||.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une
matrice réguliére A, associé a cette norme, est le nombre

cond(A) = ||A] HA_1H :

Nous noterons cond,(A) = [A], ||A‘1Hp.
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Proposition: 4%

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
Q Va e K*, cond(aA) = cond(A).
@ condy(A) =1, Vpe [1,+x].

© condy(A) =1 si et seulement si A = aQ avec v € K* et Q
matrice unitaire
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Théoréme 7: 53‘3

Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respec-
tives de
Ax=b et A(x+Ax)=>b+ Ab.

Supposons b # 0, alors I'inégalité

Ax] _

Il

|Ab]

ond(A) 1B

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée,
on peut trouver des vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu'elle devienne une
égalité.
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Théoréme: 43

Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les
solutions respectives de

Ax =bet (A+ AA)(x+ Ax) = b.
Supposons b # 0, alors on a

|Ax|

|AA]
x + Ax|| =

ond(A) AL

Remarque 7.1

Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est
proche de 1.

Conditionnement d'un systéme linéaire 2015/10/28 25 / 55



Plan

@ WMéthodes itératives

@ Principe

Principe

[m]

=

= = = 9ac
2015/10/28 26 / 55



Méthodes itératives pour la résolution du systéme linéaire
Ax = b.
Trouver une matrice d’itération B et d'un vecteur ¢ telles que
xk+t = Bxlkl 4 ¢ k >0, xI% arbitraire

vérifie
lim xXl = % avec x = Alh
k—0o0
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Soit A € M,(K) une matrice réguliére, avec Vi € [1,n], A;; # 0

Al,l 0 0 0 0 0 A172 Al,n
0 A
A = + | 7 +
: 0 : : : o Ap—in
0 -+ 0 Apn Ap1 - Apa—1 O 0 - - 0
—F
= D—-E-F= D
—E
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n i—1
Ax=b = Vi, b;:ZA;,ij ZA,,JXJ-‘FA,,X,-F ZA,JXJ
Jj=1 Jj=1 Jj=i+1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1
b; —ZA,JX +A,,x[k+1 + Z A,Jxk Vie[1,n]
Jj=1 Jj=i+1
ou encore
xl-[k+1] Z A,Jx Vie[1,n]

J=1j#i
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n i—1 n
Ax=bh — Vi, b,‘=ZA,’JXj=ZA,’JXj—}-A,’7,'X,'+ ZAiJXj
j=1 j=1 j=i+1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1 n
b = 2 AiJXJ-[k] + Ai,iX,-[k+1] + Z Aiﬁ(j[k] Vie[l,n]
j=1 j=i+1

b = Dxtk+1 — ExlK] — pxlA]

ou encore

k+1 1 < k -
Xi[+]_Aii<bl._ Z Aijxj[]> Vie[1,n]

Jj=Tj#i

xk1 — D1 (E + F)xK 4+ D-1p
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n i—1 n
Ax=b < Vi, b;ZZA;,ij:ZA;JXj+A;7;X;+ ZAUXJ
j=1 j=1 j=i+1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :

i—1 n
k+1 k+1 k .
b; = A,'7,'X,-[ ] + Z A,‘J)(j[ ] + Z AiJXJ-[ ] Vie[l,n]
j=1 Jj=i+1

ou encore

1 i—1 n
Xi(k+1) —— (k- Z AI_J_Xj[k+1] _ 2 AUXJ_[k] Vie[1,n]
Aji j=1 Jj=i+1
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n i—1
=b = Vi, b;=ZA;JXJ ZA,,JXJ-FA,,X,-F ZA,’JXJ
Jj=1 Jj=1 Jj=i+1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :
[k+1 ) [k+1 . [k
+ + .
b; = AjiX; ] + Z AjjX; ] + Z AjjX; ] Vie [[l, nﬂ

j=1 j=i+1

b _ Dx[k+1] _ Ex[k+1] _ Fx[k]

ou encore

KD (b -~ ZAU Y A,-jxj[k]> Vie[1,n]

j=i+1

x — D —E)'rxM + (D—E)'h
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Soit w € R*.

k+1 ~[k+1
el glien]

+(1— W)Xl-[k]

oll >“<,-[k+1] est obtenu 3 partir de I'une des deux méthodes précédentes.

Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.0.R. (successive over
relaxation)

i—1 n
[k+1] _ W , LERY K] (k] \;
X; = b; — Z AjjX; - Z A |+ (L=w)x Vie[l,n]
j=1 J=i+1
43 Exercice 8.1: 43
Déterminer la matrice d'itération B et le vecteur ¢ tels que
xUk1 = Bxlkl 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.
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Proposition: 4%

On pose L = D"'E et U = D"'F.
La matrice d’itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée

par
J=DYE+F)=L+U, (13)

La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Ly = (D — E>_1 (1_WD + F) = (I—wL) (1= w)l +wU).

w w
(14)
et elle vérifie
P(Ly) = |w —1]. (15)

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est £ et elle correspond a

L1=D-E)'F=1-L"u. (16)

Méthodes itératives Méthode de relaxation 2015/10/28 36 / 55



Plan

@ Etude de la convergence
@ Méthodes itératives

o
Etude de la convergence

=

= = = 9ac
2015/10/28 37 / 55



Théoréme: 43

En décomposant A sous la forme A = M — N avec M réguliére et en
posant

B=M?'N et ¢c =M,

la suite définie par
x e K" et xlk+1 = BxlK 4 ¢

converge vers X = A"1h quelque soit x[% si et seulement si p(B) < 1.
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Corollaire: 43

Soit A une matrice vérifiant A;; # 0 Vi. Une condition nécessaire de
convergence pour la méthode S.O.R. est que 0 < w < 2.

= z by
Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 a 349

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice
inversible a diagonale fortement dominante alors

e la méthode de Jacobi est convergente,

e si w€]0,1] la méthode de Relaxation est convergente.

Méthodes itératives Etude de la convergence 2015/10/28 39 /55



Théoréme

Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A = M—N
ol M est inversible. Soit B = | — M-*A, la matrice de l'itération.
Supposons que M* 4+ N (qui est hermitienne) soit définie positive. Alors
P(B) < 1 si et seulement si A est définie positive.

Théoréme

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode de
relaxation converge si et seulement si w €]0, 2[.
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Principe de base

Résoudre :

Méthodes itératives :

x0 e K" et xlk+1 = Bxlkl 4 ¢
Algorithme :
x1% donne
Pour k=0, 1,--- faire

xlkt+1]  Bxlkl 4 ¢
Fin Pour

Critere d’arrét? Stockage de tous les x[k1?

Méthodes itératives
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
o &> 0 permet l'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x = A-1h

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?

Méthodes itératives Algorithmes 2015/10/28 43 / 55



La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :

e nombre maximum d'itérations

o &> 0 permet l'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x = A-1h
Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxIK] le résidu.

e}
1]

<e€
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :

e nombre maximum d'itérations

o &> 0 permet l'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x = A-1h
Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxIK] le résidu.

e}
1]

<e€

Car dans ce Cas, on a avec e[k] =X — X[k]
|e™]

x|

< econd(A)
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Algorithme 1 Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b
Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x0 vecteur initial de K7,

€ . la tolérence, e e R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de IK" si convergence, sinon &

1: kHO,xtO]‘HQ

2t x —x% r—b—Ax,

3: tol «— e(|b] +1)

4. Tantque |r| > tol et k < kmax faire

5: k—k+1

6 p<—Xx > p contient le vecteur précédent
7 x « calcul de I'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...

8: r—b—Ax,

9: Fin Tantque

10: Si |r|| < tol alors = Convergence
11: xtOL  x

12: Fin Si
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Pour Jacobi , la suite des itérées est définie par

X_[k+1]:i b; — Z A,-J-xj[k] , Vie[l,n].

1 .
Aii J=1j#i
Algorithme 2 Algorithme 2
1 k<0, xtol — 1 k<0, xtl — &
20 x —x° r—b— Ax, 2 x —x% r—b— Ax,
3: tol « e(|b| + 1) 3: tol « &(|b| + 1)
4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6 p<—Xx 6: p<—x
7
8 7: Pour i < 1 a n faire .,
o reb-ix . IS I P .
10: Fin Tantque x< 8 R b J.ZIZJL,.AUPJ>
11: Si |r| < tol alors > Convergence o: Fin Pour
122 xtol —x
13: Fin Si 10: r—>b— Ax,
11: Fin Tantque
12: Si [r| < tol alors = Convergence
13: xtol  x
14: Fin Si
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Algorithme 2 Algorithme 2
1 k<0, xtl — 1 k<0, x%l —
2 x —x° r—b—Ax, 2 x —x% r—b—Ax,
3: tol « e(|b| + 1) 3: tol « ¢(|b| + 1)
4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6: p<—x 6: p<—Xx
7 Pour i < 1 a n faire 7 Pour i < 1 a n faire
8:
1 n 8: S0
9 T (bi - Z Aijpj> \ 9: Pour j < 1 a n (j # i) faire
J=Li# y < 10: S — 8 —Ajjpj
10: Fin Pour 11: Fin Pour
11 .rebfo, 12: X;H*(b,'fs)
12: Fin Tantque Aji
13: Si |r| < tol alors 13: Fin Pour
14: xtol —x 14: r«— b— Ax,
15: Fin Si 15: Fin Tantque
16: Si |r| < tol alors
17: xtol  x
18: Fin Si
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Algorithme 2 Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x0 vecteur initial de IK”?,

5 . la tolérence, e € R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X : un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLJacost ( A, b,x°, ¢, kmax )
2% ke 0, X

3 x—x% r—b—Axx,

4 tol « (b + 1)

5: Tantque ||| > tol et k < kmax faire

6

7

8

9

k—k+1
P<—Xx
Pour i — 1 a n faire
: S« 0
10: Pour j — 14 n (j # i) faire
11: S — S —A(i,j) * p(j)
12: Fin Pour
13: x(i) < (b(i) — 8)/A(i,i)
14: Fin Pour
15: r—b—Axx,
16: Fin Tantque
17: Si |r| < tol alors
18: X —x
19: Fin Si

20: Fin Fonction
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Pour Gauss-Seidel ,

la suite des itérées est définie par

i—1
(k+1) 1 . k1] :
X; Y bi — 2 AjjX; Z A,J Vie[1,n]
j=1 Jj=i+1
Algorithme 3 Algorithme 3
1 k<0, xtl — & 1 k<0, xtol —
2. x —x% r—b—Ax, 2 x —x° r—b—Ax,
3: tol « e(|b] + 1) 3: tol « ¢(|b| + 1)
4: Tantque |r|| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6: p <X 6: p<x
7
8 |x « calcul par Gauss-Seidel \ 7 Pour j « 1 an falre
o r—b— Ax, :
10: Fin Tantque < 8 % A bi— Z A — ZLAUP’)
11: Si |r| < tol alors o Fin Pour /
12: xtol
13: Fin Si 10: r—b— Ax,
11: Fin Tantque
12: Si |r| < tol alors
13: xtol  x
14: Fin Si
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Algorithme 3 Algorithme 3
1 k<0, xtl — & 1 k<0, xtol —
2. x —x% r—b—Ax, 2 x —x° r—b—Ax,
3: tol « e(|b] + 1) 3: tol « e(|b| + 1)
4: Tantque |r|| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6: p<—Xx 6: p<—Xx
7 Pour i < 1 a n faire 7 Pour i < 1 a n faire
8:
1 -1 n (8: S0
9: X <bf - 2 AjjXj — Z Aiij) 9: Pour j«1ai—1 faire
J=1 J=itl 10: S — 8 —Ajjx
10: Fin Pour l 11: Fin Pour
11: r—b—Ax, < 12: Pour j < i+1an faire
12: Fin Tantque 13: S« S—Aipj
13: Si |r| < tol alors 14: Fin Pour
14: xtol —x 15: Xj i (bj —8)
15: Fin Si L Aji
16: Fin Pour
17: r—b— Ax,
18: Fin Tantque
19: Si |r| < tol alors
20: xtol  x
21: Fin Si
Méthodes itératives Algorithmes




Algorithme 3 Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x0 : vecteur initial de K",

& 1 latolérence, e € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

X : un vecteur de K"

1: Fonction X « RSLGAuUssSEIDEL ( A, b,x°, ¢, kmax )
2 k—0,X—g

3 xexUr—b—Axx,

4 tol<—e(|b]+1)

5: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6:

7

8

9

k—k+1

p—x

Pour i < 1 a n faire

S0

10: Pour j—1ai—1 faire
11: S — S —A(i.)) = x(j)
12: Fin Pour
13: Pour j — i+ 13an faire
14: S — S —A(i,j) = p(j)
15: Fin Pour
16: x(i) < (b(i) —8)/A(i, i)
17: Fin Pour
18: r—b—Axx,
19: Fin Tantque
20: Si |r| < tol alors
21: X —x
22: Fin Si

23: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacosi ( A, b,x°, ¢, kmax ) Fonction X <« RSLGAUssSEIDEL ( A, b, x%, ¢, kmax )

k0, X< k0, X<
x—x% r—b—Axx, x—x r—b—Axx,
tol « &(||b| +1) tol « (|| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1 k—k+1
p<—x p<—x
Pour i — 1 a n faire Pour i — 1 a n faire
S0 S<0
Pour j —1a n (j # i) faire Pour j —1ai—1 faire
S« 85— A(i,j) * p(j) S — 8 — A(i,j) * x(j)
Fin Pour Fin Pour
x(i) < (b(i) —8)/A(i,i) Pour j — i+ 1an faire
Fin Pour S «—S—A(i,j)*p(j)
r—b—Axx, Fin Pour
Fin Tantque x(i) < (b(i) — 8)/A(i, i)
Si || < tol alors Fin Pour
X «—x r—b—Axx,
Fin Si Fin Tantque
Fin Fonction Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si

Fin Fonction

Méthodes itératives Algorithmes /10/28 51 / 55



Fonction X < RSLJacosi ( A, b,x°, ¢, kmax )
k0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol « e(||b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
S0
Pour j —1a n (j # i) faire
8 — 5 - A(i.j) * p(j)
Fin Pour
x(i) — (b(i) — $)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—A=xx,
Fin Tantque
Si || < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Fonction X <« RSLGAUssSEIDEL ( A, b, x%, ¢, kmax )
k0, X<
x—x r—b—Axx,
tol «— (|b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j—1ai—1 faire
S — S —A(i,j) *x(j)
Fin Pour
Pour j — i+1an faire
S — 5 —Ai.j) * plj)
Fin Pour
x(i) < (b(i) — 8)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X «—x
Fin Si
Fin Fonction

Mé&me ossature puisque toutes deux basées sur |'Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?
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Fonction X < RSLJacost ( A, b,x°, ¢, kmax )
k—0,X—g
x—x%r—b—Axx,
tol « &(||b] + 1)

Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S—0
Pour j — 1a n (j # i) faire
S — 5 — Ali.j) * p(j)
Fin Pour
x(i) — (b(i) — S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si || < tol alors
X «—x
Fin Si
Fin Fonction

Méthodes itératives

Algorithme 4 Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 = .
x,-:A—i’_(b,-f > A,—,—yj). vie[1,n].

J=14#i

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

y : vecteur de K",
Résultat :

x : un vecteur de K"

1: Fonction x « IterJacont (A, b,y )
2 Pour i — 1 a n faire

3 S0

4 Pour j — 13 n (j # i) faire
5: S —S—A(i,j)*y(j)

6: Fin Pour

7 x(i) — (b(i) — S)/A(i, )

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

Algorithmes



Fonction X <« RSLJacosi2 ( A, b,x°, ¢, kmax )

k—0,X—g
x—x% r—b—Asxx,
tol « &(||b] + 1)

Tantque |r| > tol et k < kmax faire

Algorithme 5 Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 < )
Xi=— (b,' — Z A,-jyj) , Vie[1,n].
" j=14#i

Données :
k—k+1 A : matrice de M,(K) ,
p<—x b : vecteur de K",
x < IterJAcoBI(A, b, p) y @ vecteur de K",
] r—b—Axx, Résultat :
Fin Tantque x : un vecteur de K"
Si || < tol alors
. X_“X 1: Fonction x « ITerJAcoBI (A, b,y )
Fin Si 2 Pour / — 1 a n faire
Fin Fonction 3 S<0
4 Pour j — 1a n (j +# i) faire
5: S < S5—A@i,))xy()
6: Fin Pour
7 x(i) « (b(i) — S)/A(i 1)
8 Fin Pour
9: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLGAUssSEIDEL ( A, b,x°, ¢, kmax )

k<0, X<
x —x%r—b—Axx,
tol « &(|b] +1)

Tantque |r|| > tol et k < kmax faire

k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
S0
Pour j«<—13ai—1 faire
8 — 8 — Ai.j) * x(j)
Fin Pour
Pour j < i+1an faire
S S~ A(i.j) * p(j)
Fin Pour
x(i) < (b(i) — 8)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Méthodes itératives

Algorithme 6 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel

que
1 i—1 n
Xj = - (b,‘*ZA,‘J‘Xjf Z A,'J'yj> s Vie [[l,n]]A
Aii j=1 J=i+1

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

y : vecteur de K",
Résultat :

x : un vecteur de K"

1. Fonction x « ITERGAUSSSEIDEL ( A,b,y )
2 Pour i — 1 a n faire

3 S0

4 Pour j «— 1 ai—1 faire
5: S «— S —A(i,j) = x(j)
6 Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire
8 S S—a3,j)»yU)
9 Fin Pour

10: x(i) < (b(i) — S)/A(i, 1)
11: Fin Pour

12: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLGAussSemeL2 ( A, b, x°, ¢, kmax )

ke0,X g Algorithme 7 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x tel
x —x% r—b—Axx, que i .
tol « e(|b] +1) IR P S DV vy Vielln
Tantque |r| > tol et k < kmax faire C oA\ ; e j;rl/ w ) L, .
:: :)l: 1 Données :
X < ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p) A+ matrice de /V,I’"GK) '
reb_Axx b : vecteur de K",
Fin Tantque ’ y vecteur de K",
. Résultat :
Si |r| < tol alors N
X —x x : un vecteur de K
Fin Si . .
Fin Fonction 1: Fonction x « ITERGAUSSSEIDEL ( A, b,y )
2 Pour i — 1 a n faire
3 S0
4 Pour j «— 1 ai—1 faire
5 S« S~ A(i.j) #x())
6 Fin Pour
7 Pour j — i+ 1 a n faire
5 S — S —i.j) * y()
o: Fin Pour
10: x(i) « (b(i) — S)/A(i, i)
11: Fin Pour

12: Fin Fonction
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Fonction X « RSLGaussSEmrL2 ( A, b,x°, ¢, kmax ) Fonction X « RSLJaconi2 ( A, b,x°, ¢, kmax )

ke 0,X g ke0,X —
x—x%r—b—Axx, x—x% r—b—Axx,
tol « &(||b| + 1) tol « g(|b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1 k—k+1
p<—Xx p<—x
x — ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p) x < TrerJacosi(A, b, p)
r—b—Axx, re—b—Axx,
Fin Tantque Fin Tantque
Si |ir|| < tol alors Si |r|| < tol alors
X —x X «—x
Fin Si Fin Si

Fin Fonction Fin Fonction

Les deux codes sont fortement similaires!
Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?
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Ecriture Algorithme générique sous forme d'une fonction et on ajoute aux
paramétres d'entrées une fonction formelle ITERFoNC calculant une itérée :

x < ITERFONC(A, b,y).

Algorithme 7 Méthode itérative pour la résolution d’'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b 1 vecteur de K",

IrerFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de IK”. retourne un vecteur de IK".

x° vecteur initial de K”,

e : la tolérence, e € RY,

kmax :  nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X «— RSLMeTHIT I',R(A,b,ITERFO\'C‘XO,E,kmaX)
2 k<0, xtol —

3 x —x° r—b—Ax,

4 tol — e(|[b]| + 1)

5: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6:

T

8

9.

k—k+1
p—x
x < ItERFONC(A, b, p)
: r«— b— Ax,
10: Fin Tantque
11: Si |r| < tol alors
12: xtol  x
13: Fin Si

14: Fin Fonction
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Fonction X « RSLJacosi3 ( A, b,x°, ¢, kmax ) Fonction X « RSLGaussSEmeL3 (A, b,x%, ¢, kmax )
X «— RSLMETHITER(A, b, ITERJACOBI, X°, £, kmax) X < RSLMETHITER(A, b, ITERGAUSSSEIDEL, X°, €, kmax)
Fin Fonction Fin Fonction

Algorithme 7 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A 1 matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

IterRFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de K. retourne un vecteur de K".

x° vecteur initial de K",

€ : la tolérence, e € RY,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de K" si convergence, sinon f

1: Fonction X « RSLMeTnITER(A, b, ITERFONC, X0, £, kmax)
2 k0, xtol

3 x —x% r—b-Ax,

4 tol « e(||b| +1)

5: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6.

7

8:

9.

k—k+1
p—x
x — ITERFONC(A, b, p)
: r— b— Ax,
10: Fin Tantque
11: Si ||r| < tol alors
12 xtol x
13: Fin Si

14: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i-1
k+1 w [k+1]
Xi[ == b — E AjjX;
Ajj i

Z Apd )+ (@ = w)xM vie[1,0]

Jj=i+1

Algorithme 8 Itération S.O.R.

Données :

A

matrice de M,(KK) ,

b vecteur de K7,

y vecteur de K",

w réel non nul.
Resultat

b4
1
2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11
12:

un vecteur de K"

. Fonction x < ITERSOR ( A, b,y, w )

— S)/AG, D) +

Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 1 ai—1 faire
S — S —A(i,)) =x(j)
Fin Pour
Pour j — i + 1 a n faire
S S—4(i.j) +y0)
Fin Pour
x(i) «— w (b(i)
Fin Pour

Fin Fonction

(1—w)=x(i)

Méthodes itératives

Paramétre w "en trop" dans

'appel de la fonction ITER-
SOR pour pouvoir utiliser la
fonction générique RSLMETHITER !
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,
i—1 n
[k+1] w [k+1] [k] [k] .
X; = b; —J; AjjX; —j;l A |+ (L=w)x Vie[l,n]

Paramétre w "en trop" dans

Algorithme 9 Itération S.O.R.

Données : 'appel de la fonction ITER-
Ao matrice de Mn(K). SOR  pour pouvoir utiliser la
Y/ u ) i L.
y  vecteur de K", fonction générique RSLMETHITER !
;. reéel I
R:’\e/sultatr:ee non nu Fonction X « RSLSOR3 ( A, b, w,x%, ¢, kmax )
% : un vecteur de K" ITERFUN < ((M,r,s) — ITERSOR(M, r,s, w))
X < RSLMETHITER(A, b, TTERFUN, x°, £, kmax)
1: Fonction x < ITERSOR ( A,b,y, w ) Fin Fonction
2 Pour i < 1 a n faire
3 S0
4 Pour j — 1 ai—1 faire
5: S — S —A(i,)) =x(j)
6: Fin Pour
7 Pour j — i + 1 a n faire
8 S« S—Aa(i,)) = y(j)
9: Fin Pour
10: (i) — w (b(i) — S)/Ai, i) + (1 — w) * (i)
11: Fin Pour

12: Fin Fonction
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