Théoréme: TOCTCTON

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que
® : U —> U est une application strictement contractante, i.e.

IL€)0 1], [@(=) -2()| < Lz -yl, V(z,y)cUxU. (P-1)
Alors
1. ® admet un unique point fixe @ € U (i.e. unique solution de z = ®(z)).

2. La suite des itérés £I*t1 = ®(@*)) converge vers a pour toute valeur initiale
[0]
zeU.

3. Pour tout k € N,

_ [k]H H [1+1] [
Ha X 1 — I X — X

Proof. On démontre tout d’abord l’existence d’un point fixe. Pour celd on va démontrer
que la suite ¥ est de Cauchy dans U fermé d’un espace de Banach (donc elle converge
dans U).
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Comme @ est contractante, on a pour tout k € IN*

] )l
ce qui donne par récurrence pour tout 0 < j < k
Hx[kﬂl _ gl¥] ” <L/ Hz["““*ﬂ _ gkl ” (P-3)
ou encore pour tout 0 < I <k, (I =k —7)
Hm[k+1] _ pl¥l H < L ”m[lﬂ] _ gl H (P-4)
On obtient aussi par récurrence

Vi >0, Hx[k+1+z] —x[k”]H < Hm[k+1] _gl¥] H . (P-5)



Soit p = 1. On en déduit par application répétée de I'inégalité triangulaire que

Hm[k-*-p] _ gl*l H _ H(z[kﬂ?] _z[k+p—1]) + (z[kﬂ)—l] _z[k+p—2]> + o+ (z[k+1] _x[k])H
p—1
o Z (3[k+l+1] _$[k+l])
1=0

p—1
< Z Hx[k+z+1] _ glktl H
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— =" Hx[l] z!" ” . (en utilisant (P-4)), avec I =0)

S

1-—L

Comme L* — 0 quand k — 400, on conclu que (a:[k]) est une suite de Cauchy. De plus, par
construction 2!*! e U < B, pour tout k € IN, et B étant un espace de Banach et U un fermé,
la suite (a:[k]) converge alors vers a € U. Comme ® est contractante, elle est donc continue
et en passant & la limite dans 2/**1 = & (&%), on abouti & & = ®(a), i.e. @ est un point
fixe de ® dans U.

L’unicité se déduit immédiatement par la contraction de la fonction ®. En effet, soit a7 et

a2 deux points fixes de ®, alors

lar — az| = [@(a) — ®(az)| < L1 —ae|
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Or L < 1, et donc nécessairement on a @1 = Q2.
Il reste & démontrer I'inégalité (P-2)). On a vu que pour p > 1

Hz[km _gl¥ H et Hz[km _ gl¥ H
1-L
L’application norme étant continue et L < 1, on obtient & la limite quand p — +c0

o] < = ot -]

On obtient ’inégalité en utilisant (P-4)).




