Théoréme: Théoréme du point fixe dans R

Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a, b] dans
lui-méme. Alors, il existe au moins un point « € [a, b] vérifiant ®(«a) = «. Le point
« est appelé point fixe de la fonction ®.

De plus, si @ est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1[), c’est & dire

3L < 1t.q. [®(z) — @(y)| < Llz —y| V(z,y) € [a,0], (P-1)

alors ® admet un unique point fixe a € [a, b], la suite définie en (??) converge vers a
avec un ordre 1 pour toute donnée initiale z(*) dans [a, b], et 'on a les deux estimations
suivantes :

|z —a| < L¥zo —af, Yk >0, (P-2)
L
|xk - a| < |xk - xk71|, Vk = Oa (P_3)
1-L
Proof. e On montre tout d’abord l’existence du point fixe. Pour celd, on note f(x

) =
®(x) —x. f est donc une application continue de [a,b] & valeurs réelles. On a f(a) =
®(a) —a = 0et f(b) = ®(b) —b < 0 car a < P(x) < b, pour tout = € [a,b].
Si f(a) = 0 ou f(b) = 0, alors l'existence est immédiate. Sinon (i.e. f(a) # 0 et
f(b) % 0), on a f(a)f(b) <0 et par application directe du Théoréme de Bolzano on

obtient 1’existence.



e On montre ensuite ['unicité sous ’hypothése de contraction (P-1). On suppose qu’il
existe a1 et ag dans [a, b] tels que ®(a1) = a1 et ®(a2) = as. Dans ce cas on a

lar — az| = [®(a1) — P(a2)| < Llon — az
Comme L < 1 on a nécessairement a1 = as.

e Pour démontrer la convergence de la suite vers «, il suffit de démontrer qu’elle est de
Cauchy. En effet, si elle est de Cauchy, elle converge vers une certaine limite 5 et ®
étant continue on a

k—+00

lim zp41 =5 = lim ®(zx) = D(P).
k—+00

Par unicité, du point fixe on obtient alors 8 = a.
Il nous reste & montrer que la suite (x) est de Cauchy. Soit & > 0. On a

|Zkt1 — x| = [(zk) — P(2h—1)| < Llzk — 2i—1,
et on obtient par récurrence
|Tp1 — x| < LF|z1 — a0l

et
VI20, |zrt — 2hi1] < LHag — ).



Soit p > 2. On en déduit par application répétée de I'inégalité triangulaire que

p—1
Thip — Tk = |(Thrp — Thap-1) + @hip-1 — Thap-2) T -« + (@1 — 26)| = | Y Trgri1
1=0
p—1
< |Thait1 — Thoyt]
1=0
p—1 _IP
< LHNagyr — x| = ﬁ|xk+1 — x| (voir somme partielle d’une série
1=0
1—-LP
< -1 Lk|ﬁc1 —’JCO‘.

Comme L* — 0 quand k — +00, on conclu que (zx) est une suite de Cauchy.

On aVk>1,
[Tei1 — af = |@(2x) — ®(a)| < Lzg — af

Comme L < 1, on a immediatement l’ordre 1 (au moins).
e Pour démontrer la premiére estimation, on note que, Vk > 1,
[z — af = [®(zr-1) = P(a)| < Llzg—1 — o

et donc par récurrence
|z — a| < L¥|zo — al.



Pour la seconde, on note que, Vk > 1, Vp > 1,

LP 1-LP
T I |[Tg+1 — k| < T

[Thsp — xi| < Lixy — xK—1

1-—

et en faisant tendre p vers l'infini on obtient le résultat souhaité.
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