
Théorème: Convergence globale, méthode du point �xe

Soit Φ P C1
pra, bsq véri�ant Φpra, bsq Ă ra, bs et

DL ă 1 tel que @x P ra, bs, |Φ1pxq| ď L, (P-1)

Soit x0 P ra, bs et pxkqkPN la suite dé�nie par xk`1 “ Φpxkq. On a alors

1. la fonction Φ admet un unique point �xe α P ra, bs,

2. @k P N, xk P ra, bs,

3. la suite pxkq converge vers α avec un ordre 1 au moins.

4.

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1pαq. (P-2)

Proof. Comme Φ est continue sur ra, bs et véri�e Φpra, bsq Ă ra, bs, le théoréme ?? (du point
�xe) assure l'existence d'un point �xe. Pour l'unicité, on note α1 P ra, bs et α2 P ra, bs,
deux points �xes de Φ. On a donc Φpα1q “ α1 et Φpα2q “ α2. D'après le théorème des
accroissements �nis il existe ξ Psminpα1, α2q,maxpα1, α2qrĂsa, br tel que

Φpα1q ´ Φpα2q “ pα1 ´ α2qΦ
1
pξq.
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Comme |Φ1pξq| ă 1, on obtient α1 ´ α2 “ 0, i.e. α1 “ α2.

Pour le second point, on a immediatement @k P N, xk P ra, bs car x0 P ra, bs et
Φpra, bsq Ă ra, bs. Le troisième point découle du théorème des accroissements. En e�et, pour
tout k ą 0, il existe ξk Psminpα, xk´1q,maxpα, xk´1q Ăsa, br tel que

Φpxk´1q ´ Φpαq “ pxk´1 ´ αqΦ
1
pξkq.

On obtient alors
|xk ´ α| “ |Φpxk´1q ´ Φpαq| ď L|xk´1 ´ α|

et donc par récurrence
|xk ´ α| ď Lk

|x0 ´ α|.

Comme L ă 1, on obtient
lim

kÑ`8
|xk ´ α| “ 0.


