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Historique

(a) Joseph-Louis Lagrange

1736-1813, mathématicien italien
puis français

(b) Pafnouti Lvovitch Tchebychev

1821-1894, mathématicien russe

(c) Charles Hermite 1822-1901,
mathématicien français

(d) Henri-Léon Lebesgue 1875-1941,
mathématicien français
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Exercice 1.1:

Soient n P N˚ et n` 1 couples de R2, pxi , yi qiPv0,nw, tels que les xi sont distincts deux
à deux. On note

Q. 1

1 Soit i P v0, nw. Montrer qu'il existe un unique polynôme Li de degré n véri�ant

Li pxjq “ δij , @j P v0, nw. (1)

2 Montrer que les pLi qiPv0,nw forment une base de RnrX s (espace vectoriel des

polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal à n).

On dé�ni le polynôme Pn par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiLi pxq. (2)

Q. 2

Montrer que polynôme Pn est l'unique polynôme de degré au plus n véri�ant

Pnpxi q “ yi , @i P v1, nw.
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De�nition 1.1

Soient n P N˚ et pxi , yi qiPv0,nw avec pxi , yi q P R
2 et les xi distincts deux à

deux. Le polynôme d'interpolation de Lagrange associé aux n ` 1 points
pxi , yi qiPv0,nw, noté Pn, est donné par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiLi pxq, @x P R (3)

avec

Li pxq “
n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw, @x P R. (4)

Théorème 2

Le polynôme d'interpolation de Lagrange, Pn, associé aux n ` 1 points
pxi , yi qiPv0,nw, est l'unique polynôme de degré au plus n, véri�ant

Pnpxi q “ yi , @i P v0, nw. (5)
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Polynôme d'interpolation de Lagrange avec 7 points donnés
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Exercice 2.1:

Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer Pn (polynôme
d'interpolation de Lagrange associé aux n ` 1 points pxi , yi qiPv0,nw) au
point t P R.
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Soit une fonction f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que les yi sont donnés par

yi “ f pxi q, @i P v0, nw. (6)

On cherche à évaluer l'erreur Enptq “ f pxq ´ Pnptq, @t P ra, bs.
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Polynômes d'interpolation de lagrange avec n “ 6 (7 points) uniformément
répartis. A gauche pour la fonction f : x ÝÑ sinpxq avec x0 “ 0, x6 “ 2π et à
droite pour la fonction f : x ÝÑ 1{p1` 25x2q avec x0 “ ´5, x6 “ 5.
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Polynômes d'interpolation de lagrange avec n “ 10 (11 points) uniformément
répartis. A gauche pour la fonction f : x ÝÑ sinpxq avec x0 “ 0, x10 “ 2π et à
droite pour la fonction f : x ÝÑ 1{p1` 25x2q avec x0 “ ´5, x10 “ 5.
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Polynômes d'interpolation de lagrange avec n “ 18 (19 points) uniformément
répartis. A gauche pour la fonction f : x ÝÑ sinpxq avec x0 “ 0, x18 “ 2π et à
droite pour la fonction f : x ÝÑ 1{p1` 25x2q avec x0 “ ´5, x18 “ 5.

Interpolation de Lagrange 2016/10/22 9 / 28



Exercice 2.2:

Soit f P Cn`1pra; bs;Rq. Soient n P N˚ et n` 1 couples de R2, pxi , yi qiPv0,nw, tels que
les xi sont distincts deux à deux et yi “ f pxi q.
On note par Pn le polynôme d'interpolation de Lagrange associé aux points
pxi , yi qiPv0,nw et πn le polynôme de degré n ` 1 dé�ni par

πnpxq “
n
ź

i“0

px ´ xi q. (7)

Q. 1

Montrer que, @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle fermé

contenant x , x0, . . . , xn tel que

f pxq ´ Pnpxq “
πnpxq

pn ` 1q!
f pn`1qpξxq. (8)

Indication : Etudier les zéros de la fonction

F ptq “ f ptq ´ Pnptq ´
f pxq ´ Pnpxq

πnpxq
πnptq.
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Théorème 3

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn n` 1 points distincts de l'intervalle ra, bs.
Soient f P Cn`1pra; bs;Rq et Pn le polynôme d'interpolation de La-
grange de degré n passant par pxi , f pxi qq, @i P v0, nw. Alors,
@x P ra, bs, Dξx P pminpxi , xq,maxpxi , xqq,

f pxq ´ Pnpxq “
f pn`1qpξxq

pn ` 1q!

n
ź

i“0

px ´ xi q (9)

Comment "minimiser" f pxq ´ Pnpxq?

"jouer" sur le choix des points xi
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Théorème 4

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn n` 1 points distincts de l'intervalle ra, bs.
Soient f P Cn`1pra; bs;Rq et Pn le polynôme d'interpolation de La-
grange de degré n passant par pxi , f pxi qq, @i P v0, nw. Alors,
@x P ra, bs, Dξx P pminpxi , xq,maxpxi , xqq,

f pxq ´ Pnpxq “
f pn`1qpξxq

pn ` 1q!

n
ź

i“0

px ´ xi q (9)

Comment "minimiser" f pxq ´ Pnpxq?

"jouer" sur le choix des points xi
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Trouver px̄i q
n
i“0, x̄i P ra, bs, distincts deux à deux, tels que

@pxi q
n
i“0, xi P ra, bs, distincts 2 à 2

max
tPra,bs

n
ź

i“0

|t ´ x̄i | ď max
tPra,bs

n
ź

i“0

|t ´ xi |, (10)

On a alors le résultat suivant

Théorème 5: admis

Les points réalisant (10) sont les points de Chebyshev donnés par

x̄i “
a ` b

2
`

b ´ a

2
cosp

p2i ` 1qπ

2n ` 2
q, @i P v0, nw. (11)
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Figure : Erreurs d'interpolation avec n “ 6
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On commet des erreurs sur les données

fi « f pxi q, @i P v0, nw

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

f pxi qLi pxq et pPnpxq “
n
ÿ

i“0

fiLi pxq

|pPnpxq ´ Pnpxq| “ |

n
ÿ

i“0

pfi ´ f pxi qqLi pxq|

ď

n
ÿ

i“0

|fi ´ f pxi q||Li pxq|

ď max
iPv0,nw

|fi ´ f pxi q|
n
ÿ

i“0

|Li pxq|.

Constante de Lebesgue : Λn “ max
xPra,bs

n
ÿ

i“0

|Li pxq|.

›

›

›

pPn ´ Pn

›

›

›

8
ď Λn max

iPv0,nw
|fi ´ f pxi q|.
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Proposition:

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn des points distincts de ra, bs. L'application
Ln : C0pra, bs;Rq ÝÑ RnrX s qui a toute fonction f P C0pra, bs;Rq
donne le polynôme d'interpolation de Lagrange Pn associés aux couples
de pxi , f pxi qqiPv0,nw est bien dé�nie et linéaire. De plus on a

}Ln}
def
“ sup

f PC0pra,bs;Rq
f‰0

}Lnpf q}8
}f }8

“ Λn. (12)

Théorème 6:

Pour toute fonction f P C0pra, bs;Rq, on a

}f ´ Lnpf q}8 ď p1` Λnq inf
QPRnrX s

}f ´Q}8 (13)
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‚ Pour les points équidistants xi “ a ` ih, i P v0, nw et h “ pb ´ aq{n,

Λn ě
2n

4n2
(14)

et le comportement asymptotique

Λn «
2n`1

e.n lnpnq
quand nÑ `8 (15)

‚ Pour les points de Tchebychev,

Λn ď C lnpnq, avec C ą 0 (16)

et le comportement asymptotique

Λn «
2

π
lnpnq quand nÑ `8 (17)
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Proposition: admis

Pour toute famille de points d'interpolation, il existe une fonction f P

C0pra, bs;Rq telle que la suite des polynômes d'interpolation associés
ne converge pas uniformément.

Proposition: admis

Soit f une fonction lipschitzienne sur ra, bs à valeurs réelles, i.e. il existe
une constante K ě 0 telle que @px , yq P ra, bs2, on ait |f pxq´ f pyq| ď

K |x ´ y |. Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn les points de Tchebychev ra, bs.
On note Lnpf q le polynôme d'interpolation de Lagrange associés aux
couples de pxi , f pxi qqiPv0,nw.
Alors la suite pLnpf qqně1 des polynômes d'interpolation converge uni-
formémént vers f sur ra, bs.
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Conclusion

L'interpolation de Lagrange en des points équidistants n'est à utiliser
qu'avec un nombre de points assez faible : des phénomènes d'instabilités
pouvant apparaître.
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Exercice 7.1: Interpolation de Lagrange-Hermite

Soient pxi , yi , zi qiPv0,nw n ` 1 triplets de R3, où les xi sont des points distincts deux à deux de
l'intervalle ra, bs. Le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux n`1
triplets pxi , yi , zi qiPv0,nw, est dé�ni par

Hnpxi q “ yi et H1npxi q “ zi , @i P v0, nw (18)

Q. 1

Quel est a priori le degré de Hn?

On dé�ni le polynôme Pn par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiAi pxq `
n
ÿ

i“0

ziBi pxq (19)

avec, pour i P v0, nw, Ai et Bi polynômes de degré au plus 2n ` 1 indépendants des valeurs yi et
zi .

Q. 2

1 Déterminer des conditions su�santes sur Ai et Bi pour que Pn ” Hn.

2 En déduire les expressions de Ai et Bi en fonction de Li et de L1i pxi q où

Li pxq “
n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj
xi ´ xj

.

Q. 3

Démontrer qu'il existe un unique polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite de degré au

plus 2n ` 1 dé�ni par (18).
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De�nition 7.1

Soient n P N˚ et pxi , yi , zi qiPv0,nw n ` 1 triplets de R3, où les xi sont
des points distincts deux à deux de l'intervalle ra, bs. Le polynôme

d'interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux n ` 1
triplets pxi , yi , zi qiPv0,nw, est dé�ni par

Hnpxq “
n
ÿ

i“0

yiAi pxq `
n
ÿ

i“0

ziBi pxq (20)

avec

Ai pxq “ p1´ 2L1i pxi qpx ´ xi qqL
2
i pxq et Bi pxq “ px ´ xi qL

2
i pxq (21)

où

Li pxq “
n
ź

j“0
j‰i

x ´ xj
xi ´ xj

.
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Théorème 8

Le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite, Hn, associé
aux n ` 1 triplets pxi , yi , zi qiPv0,nw, est l'unique polynôme de degré au
plus 2n ` 1, véri�ant

Hnpxi q “ yi et H1npxi q “ zi , @i P v0, nw (22)
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Exercice 8.1: Interpolation de Lagrange-Hermite

Soit f P C2n`2pra, bs;Rq. On suppose de plus que, @i P v0, nw, xi P ra, bs, yi “ f pxi q et zi “ f 1pxi q.
On note

π2npxq “
n
ź

i“0

px ´ xi q
2

et Hn le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets pxi , f pxi q, f
1pxi qqiPv0,nw.

Q. 1

Montrer que

|f pxq ´Hnpxq| ď

›

›f p2n`2q
›

›

8

p2n ` 2q!
π2npxq. (23)

Indications : Etudier les zéros de la fonction F pyq “ f pyq ´Hnpyq ´
f pxq ´Hnpxq

π2npxq
π2npyq et

appliquer le théorème de Rolle.
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Théorème 9

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn, n ` 1 points distincts de l'intervalle
ra, bs. Soient f P C2n`2pra; bs;Rq et Hn le polynôme d'interpolation
de Lagrange-Hermite associé aux n` 1 triplets pxi , f pxi q, f

1pxi qqiPv0,nw.
On a alors @x P ra, bs, Dξx P pminpxi , xq,maxpxi , xqq, tels que

f pxq ´Hnpxq “
f p2n`2qpξxq

p2n ` 2q!

n
ź

i“0

px ´ xi q
2 (24)
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Exercice 9.1: Interpolation de Lagrange-Hermite

Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer Hn (polynôme d'interpolation
de Lagrange-Hermite associé aux n ` 1 triplets pxi , yi , zi qiPv0,nw) en t P R.
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