3.2. NORMES VECTORIELLES ET NORMES MATRICIELLES

3.2 Normes vectorielles et normes matricielles
3.2.1 Normes vectorielles

' Definition 3.23

Une norme sur un espace vectoriel V est une application |e| : V' — R™ qui vérifie les propriétés
suivantes

o |v|=0<=wv=0,
o o] = laf o], Vae K, YveV,
o |u+v| < |ul|l + v, V(u,v) e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On appelle espace vectoriel
normé un espace vectoriel muni d’une norme.

Proposition 3.24
Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, I'application |e| , définie par
o 1/p
lvl, = (2 Ivz'p>

i=1

est une norme sur K".

{‘3’ Exercice 3.2.1

Soient x et y deux vecteurs de C".
Q. 1 Trowver a € C tel que {ax —y,z) = 0.

Q. 2 En calculant |ax — yH;, montrer que
[y | < |zl vl - (3.1)

Q. 3 Soit x # 0. Montrer alors que [’inégalité est une égalité si et seulement siy = ax.

Lemme 3.25: Inégalité de Cauchy-Schwarz
vV, y e K"
[y | < |zl lyl, - (3.2)

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité si et seulement si z et y
sont colinéaires.

f’% Exercice 3.2.2

Q. 1 Soit la fonction f(t) = (1—\)+ At —t* avec 0 < X\ < 1. Montrer que pour tous o >0 et 3 =0
on a
B < da+ (1 - N)B. (3.3)



Soient x et y deux vecteurs non nuls de C™. Soient p > 1 et ¢ > 1 vérifiant % + % =1.
Q. 2 On pose u = H;‘” etv = H:\I . En utilisant l’inégalite , montrer que l’on a l’inégalité de
p q
Hoélder

;1 luivi| < 5; ;[P + 5; o9 = 1. (3.4)

Q. 3 En déduire l’inégalité de suivante

[yl < =l lyl, - (3.5)

Quel est le lien entre l'inégalité de Holder et l'inégalité de Cauchy-Schwarz?

Lemme 3.26: Inégalité de Holder

Pourp>1et11;+$:1,0naVu,ve]K"

n n 1/p n 1aq
D lwivi] < (Z uz'lp) (Z vi|q> = [ull, [vll, - (3.6)
i=1 i=1 i=1

Cette inégalité s’appelle 'inégalité de Holder.

' Definition 3.27

/ 2 . A . ” . . .
Deux normes |e| et |e|, définies sur un méme espace vectoriel V| sont équivalentes s’il exite
deux constantes C' et C’ telles que

lv|" < C ||| et |v] <C'|v|" pour toutve V. (3.7)

Proposition 3.28

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équivalentes.

3.2.2 Normes matricielles

' Definition 3.29

Une norme matricielle sur M,,(KK) est une application |e| : M, (K) — R* vérifiant

1. [Al =0« A=0,

2. |aA| = |of |Al, Va € K, YA e M, (K),
3. [A+B| <|A|+[B], V(A B)e M,(K)? (inégalité triangulaire)
4. |AB| < |A[B], ¥ (A,B) € My (K)?

Proposition 3.30
Etant donné une norme vectorielle |o| sur C", I'application ||, : M, (C) — R* définie par

|Av]

IAl, = sup =—= = sup |Av| = sup |Av], (3.8)
veC” H’UH veC” veC"”
40 o<1 o]l =1
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est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (4 la norme vectorielle don-
née).
De plus

|Av] < (A, [v] Vv ecC” (3.9)

et la norme |A|| peut se définir aussi par
|Al, = inf{aeR: |[Av| < av|, Yve K"}. (3.10)
Il existe au moins un vecteur u € C™ tel que
u#0 et [Auf = Al u]. (3.11)

Enfin une norme subordonnée vérifie toujours

I, =1 (3.12)
<
Théoréme 3.31
Soit A e M,,(K). On a
Av| &
Al, = sup Aoy _ aij (3.13)
AL = sup “pp” = 50 ; Jass]
v#0
Al sup P9l _ AT - (AR = A 1
|All; = sup = /P (A*A) = +/p (AA*) = [A*], (3.14)
veK"™ H'UHQ
v#0
’ Av &z
1AL, % sup P _ e 37 oy (3.15)
vek® |Vl ieltn] &
v#0 J

La norme |e||, est invariante par transformation unitaire :

UU* = 1 — [A[, = [AU[; = [UA], = [U*AU, . (3.16)

Corollaire 3.32

1. Si une matrice A est hermitienne, ou symétrique (donc normale), on a |A[, = P(A).

2. Si une matrice A est unitaire, ou orthogonale (donc normale), on a |A[, = 1.

Théoréme 3.33

1. Soit A une matrice carrée quelconque et |e] une norme matricielle subordonnée ou non, quel-
conque. Alors
P(A) < [A]. (3.17)

2. Etant donné une matrice A et un nombre £ > 0, il existe au moins une norme matricielle

subordonnée telle que
IA] < P(A) +&. (3.18)

Théoréme 3.34: Norme de Frobenious



L’application ||e] : M,, — R™ définie par

1/2

|A 5 = D el =i (A*A), (3.19)

(4,5)=€[1,n]?

pour toute matrice A = (a;;) d’ordre n, est une norme matricielle non subordonnée (pour n > 2),
invariante par transformation unitaire et qui vérifie

|Aly < Al < VRAly, VA€ M. (3.20)

De plus ||l|z = +/n.

Théoréme 3.35

1. Soit [e| une norme matricielle subordonnée, et B une matrice vérifiant

IB| < 1.
Alors la matrice (I + B) est inversible, et
1
(I + B)_1H s —.
H 1—|B|

2. Si une matrice de la forme (I + B) est singuliére, alors nécessairement
Bl =1

pour toute norme matricielle, subordonnée ou non.

3.2.3 Suites de vecteurs et de matrices

' Definition 3.36

Soit V' un espace vectoriel muni d’une norme |e||, on dit qu’une suite (vy) d’éléments de V' converge
vers un élément v e V, si

lim |vy, —v|| =0

k—o0

et on écrit

v = lim vy.
k—o0

Théoréme 3.37: admis

Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
1. limy_ B* =0,

2. limy_, B*» = 0 pour tout vecteur v,

§°

pP(B) <1,

o~

. |B| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .



3.3. CONDITIONNEMENT D’UN SYSTEME LINEAIRE

Théoréme 3.38: admis

Soit B une matrice carrée, et || une norme matricielle quelconque. Alors

tim [B*"* = p(B).

k—o0

3.3 Conditionnement d’un systéme linéaire

' Definition 3.39

Soit |.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d’une matrice réguliére A, associé

a cette norme, est le nombre
cond(A) = |A] [A™].

Nous noterons cond,(A) = |A[, ||A‘1Hp.

Proposition 3.40

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
1. Va € K*, cond(aA) = cond(A).
2. cond,(A) =1, Vp e [1, +x].

3. condy(A) =1 si et seulement si A = aQ avec a € K* et Q matrice unitaire

Théoréme 3.41
Soit A une matrice inversible. Soient et & + Az les solutions respectives de
Az =b et A(z+ Az)=>b+ Ab.

Supposons b # 0, alors 'inégalité

Ac) _

™
< cond(A)———
= ®

o]

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée, on peut trouver des vecteurs
b # 0 et Ab # 0 tels qu’elle devienne une égaliteé.

Théoréme 3.42
Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et & + Az les solutions respectives de
Az =bet (A+ AA)(z+ Az) =b.

Supposons b # 0, alors on a
|Az| |AA]
———— < cond(A)——.
|z + Az| IA]
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