v Definition 2.1

On dit qu’une suite (xg)gen , Obtenue par une méthode numérique, converge vers « avec un
ordre p > 1 si

dko e IN, 3C' > 0 tels que M < C, Yk = k. (2.1)
|2k — P

ouC<lsip=1.

Théoréme 2.2: Théoréme du point fixe dans R

Soient [a,b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a,b] dans lui-méme.
Alors, il existe au moins un point « € [a,b] vérifiant ®(a) = «. Le point « est appelé point fixe
de la fonction .

De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1[), c’est a dire

IL < 1 t.q. |®(x) — ®(y)| < L|z — y| ¥(z,vy) € [a,b]?, (2.2)

alors ® admet un unique point fixe « € [a, b], la suite définie en (??) converge vers « avec un ordre
1 pour toute donnée initiale 2(*) dans [a,b], et 'on a les deux estimations suivantes :

lzy —a] < L¥|lzg —af, VE >0, (2.3)
L
1—-L

‘Ik = LEk_1|, Yk = 0, (24)

lzp —al <

Théoréme 2.3: Convergence globale de la méthode du point fixe
Soit ® € C!([a, b]) vérifiant ®([a,b]) < [a,b] et
AL < 1 tel que Vz € [a,b], |®'(z)| < L, (2.5)
Soit xg € [a,b] et (xf)ken la suite définie par xx41 = ®(x). On a alors
1. la fonction ® admet un unique point fixe « € [a, b],
2. Vke N, zy € [a,b],

3. la suite (zx) converge vers « avec un ordre 1 au moins.

. Tp41 — &
lim ——

=d'(a). 2.6
k—>+0 T — (a) (2.6)

Théoréme 2.4: Convergence locale de la méthode du point fixe

Soit a un point fixe d’une fonction ® de classe C' au voisinage de a.
Si |[®(a)| < 1, alors il existe § > 0 pour lequel x, converge vers « pour tout z tel que |zg —a| < 6.

De plus, on a

q Tpy1 — Q@
lim ——

k—+0 T — «Q

— ¥'(a). (2.7)

Proposition 2.5

Soit p € IN*, et ® € CP*(V) pour un certain voisinage V de o point fixe de ®. Si &) (a) = 0, pour
1 <i<petsi <I>(p+1)(o¢) # 0, alors la méthode de point fixe associée a la fonction ® est d’ordre



p+1et

S el dP+) ()

k>+o (T — )Pt (p+ 1) (28)

Proposition 2.6: convergence, méthode de la corde

Soit f € C*([a, b)) tel que f(b) # f(a) et A = LO=L On note (x1,)sew la suite définie par z € [a, b]
et pour tout £ > 0
f(xr)

T+t = Th = == (2.9)

On suppose de plus que Yz € [a, b]
min(A(z — a), A\(z — b)) < f(z) < max(A(z — a), A\(x — b)) (2.10)
min(0,2)) < f'(z) < max(0,2\) (2.11)

alors la suite (xy) converge vers l'unique racine « € [a, b] de f.

f!; Exercice 2.0.1

Soit f une fonction de classe C! sur [a,b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et A = W Soit ¢ € [a,b]
donné. La suite obtenue par la méthode de la corde est donnée par

T+l = Tk — f(ik), Vk € IN.

On note ®(z) =z — @
Q. 1 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a

min(A(z — a), A\(z — b)) < f(z) < max(A(z — a), \(z — b)) (2.12)
alors ®([a,b]) < [a,b].
Q. 2 Montrer que si pour tout x € [a,b] on a
min(0,2)\) < f'(z) < max(0, 2)) (2.13)

alors |®'(x)| < 1.

Q. 3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers
l’unique solution « € [a,b] de f(z) = 0.

Proposition: ordre de convergence de la méthode de la corde

Soit f € CY([a,b]) tel que f(b) # f(a). Si la suite (x) définie par la méthode de la corde en (2.9)
converge vers « €|a, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.

r®)—f(a)

= alors la

De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de a et si f'(a) =
convergence est au moins d’ordre 2.

Proposition 2.7: convergence de la méthode de Newton

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d’une racine simple « de f. Soit zg donné
dans ce voisinage, la suite (x)xen définie par la méthode de Newton

f(zx)
f'(wk)

Tyl = Tk — , Yk e IN. (2.14)



est localement convergente d’ordre 2.

%7 Exercice 2.0.2

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connais-
saient que les nombres rationnels (fractions) et ils
utilisaient le systéme sexagésimal (base 60). Pour
approcher la valeur /2, ils utilisaient comme ap-
proximation (voir tablette YBC 7289)

e = ot LU ey
N 60 602 603 21600

L’erreur commise est |a — /2| ~ 5.994e — 7.

Q. 1 Comment feriez-vous pour trouver a la main une méthode permettant de trouver des nombres
rationnels approchant /2.

Q. 2 Généraliser la méthode pour trouver une approzimation rationnelle de v/a ou a est un réel
positif.

Q. 3 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de ¥/a od a est un réel
positif et n € IN*.

Proposition 2.8: Convergence méthode de la sécante (Admis)

Soit, f une fonction de classe C2 sur un certain voisinage d’une racine simple « de f. Soient x_; et
xo donnés dans ce voisinage tels que f(z_1) # f(xo) , la suite (zx)ken définie par la méthode de la

sécante
Tk — Tk—1

flar) = f(@e-1)

est localement convergente d’ordre # ~ 1.618.

Tyl = T — flag), Vk e N, (2.15)

Trouver a € U < RY tel que
@1(01,.-.,a1\[) = o
@2(01,...,01\[) = Q2
®a)=a =
®y(ai,...,ay) = ay

Théoréme 2.9

Soit B un espace de Banach et U < B un sous-ensemble fermé. On suppose que ® : U — U est
une application strictement contractante, i.e.

3L €l0, 1, [®(z) —2@)| <Llz—y|, V(z.y)eU xU. (2.16)
Alors

1. ® admet un unique point fixe @ € U (i.e. unique solution de x = ®(x)).

2. La suite des itérés 2*+1] = ®(2[*]) converge vers a pour toute valeur initiale 2[° € U.



3. Pour tout k£ € IN,
k—1
o < 27 oo 5], <1< =

On défini la matrice Jacobienne de f, notée J¢, par

of1 0f1 of1
oxq oo T ox
Jf _ oxq oxo T oz N
ofn  Ofn ofn
oxq oxo e ox N

Théoréme 2.10

Soit f € C3(R™;R"). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée en z, Js(z) est inversible
dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors pour tout 2% suffisament proche de a la suite définie
par

1] _ k] ((Jf(z[k])>_1f(z[k])

converge vers « et la convergence est d’ordre 2.



