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Introduction

Ce cours contient trois parties qui vont conduire progressivement a ’ana-
lyse numérique des équations différentielles ordinaires, tout en étant chacune
d’un intérét indépendant :

(i) Interpolation et approximation
(ii) Intégration et dérivation numérique
(iii) Analyse numérique des équations différentielles

La premiere partie traite de I’approximation - en divers sens - des fonc-
tions continues ou plus régulieres par des fonctions polynomiales : 'inter-
polation est une maniere particulierement simple pour essayer d’approcher
une fonction par des polynomes mais ses liens avec I’approximation ne sont
pas aussi simples que 'on pourrait naivement le penser.

La seconde partie est consacrée quasi-exclusivement aux méthodes de
calculs approchés d’intégrales : méthode des rectangles, des trapezes ou de
Simpson. Les liens entre ces méthodes et 'interpolation sont mis en valeur.

Enfin la troisieme partie décrit les élements de base servant au calcul ap-
proché des solutions d’équations différentielles (surtout en dimension 1 d’es-
pace) et les notions importantes pour les schémas numériques (consistance,
stabilité,...). Les liens avec les calculs approchés d’intégrales sont décrits.
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Chapitre 1

Interpolation et
approximation

La plupart des calculs numériques (et méme théoriques) sont plus simples
voire triviaux avec des polynomes : il suffit de penser a la dérivation ou au
calcul de primitives. Il est donc tentant d’essayer de remplacer systématique-
ment une fonction continue, a priori quelconque, par une fonction polyno-
miale “qui lui ressemble” avec I'idée (par exemple) de remplacer la fonction
continue par son approximation polynomiale dans les calculs d’intégrales,
voire dans d’autres situations.

Se posent alors plusieurs questions :

1. Pour une fonction donnée, comment choisir la fonction polynomiale qui
lapproche (ou qui est censée l'approcher) 7 Evidemment la simplicité
de la détermination de cette fonction est un des critéeres a prendre en
compte.

2. Comment évaluer la “ressemblance”, c’est-a-dire comment mesurer
le degré d’approximation par la fonction polynomiale? Ceci signifie
mathématiquement choisir une norme sur les fonctions continues.

Le cours commence par I’étude de I'interpolation qui apporte une réponse
particulierement simple a la premiére question ; outre ’existence, 'unicité et
(bien str) la construction pratique de 'interpolée, on se posera la question
du degré d’approximation dans différents contextes.

On s’attaquera ensuite au probléme avec une autre approche, en essayant
de répondre & la problématique via la deuxiéme question : existe-t-il des po-
lynémes de meilleure approximation pour une fonction donnée, au moins
dans le cas des normes les plus usuelles? et peut-on les construire direc-
tement (et assez simplement) ? Sur 'espace des fonctions continues sur un
intervalle [a, b] de R (espace noté C([a, b])), on considerera d’abord la norme
“naturelle” sur les fonctions continues, i.e. :

[ flloe = Joax |f(z)],

7



puis la norme L? :
1/2

Iy b Pde)

ou des arguments plus “euclidiens” pourront étre utilisés.

1.1 Interpolation de Lagrange : existence et uni-
cité du polynome d’interpolation

Théoréme 1.1. Soit f : [a,b] — R une fonction continue et xo, 1, ,Tp
(n + 1) points distincts de |a,b]. Il existe une unique fonction polynomiale
Pn de degré inférieur ou égal a n telle que

pn(x;) = f(x;)  pour touti=0,1,--- ,n.

De plus, p,, est donné par :

ot les polyndémes L; sont définis par :

Li(e) =[] =2

G e

Preuve : On note P, I'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a n;
P, est un espace vectoriel de dimension n + 1 (rappel : (1, X, X2,--- | X")
est la base canonique de Py,).

On considere application ¢ : P, — R qui, & p € P,, associe
(p(xo),p(x1), - ,p(xy)). Cette application est linéaire et I’énoncé du théoréeme
peut étre reformulé en disant que ¥ est bijective. Comme 1 est linéaire et
que dim(P,,) = dim(R"™!) = n+1, le Théoréme du rang montre qu’il suffit
de prouver que v est injective, c’est-a-dire ker(¢)) = {0}.

Si p € ker(y) alors 1 (p) = 0 (Ie 0 de R™*! bien siir) et donc p(xg) = 0,
p(xz1) =0, -+, p(zy) = 0. Mais on sait qu'un polynéme non nul de degré
inférieur ou égal a n ne peut avoir qu’au plus n racines. Donc p est le
polynome nul, v est injective et donc bijective. O

1.2 Interpolation de Lagrange : stabilité et ap-
proximation

En pratique, on commet systématiquement des erreurs car un ordinateur
ne travaille qu’avec un nombre limité de chiffres significatifs. Il est donc



important de connaitre 'influence sur le résultat final des erreurs commises
sur les données. Ici, si on remplace (involontairement) les vraies valeurs f(x;)
par des valeurs aprochées f;, quelle est I'incidence sur p, ?

Dans ce cas, p, est remplacé par p, donné par :
n
Polx) = fili(x)
i=0

et I'erreur commise est estimée par :

n

[Ba(@) = pa(@)] = | (fi = fla:))Li()]

=0

[fi = f (i) | Li()]

=0

I -

IN

n

max|f; — F@) Y |Li(z)] -

1=0

IN

n
Si on note A, = max Z |Li(z)|, on a finalement :
z€[a,b] P

Hﬁn _pn”oo < Anmzax|f1 - f($1)| .

L’erreur commise sur les f(x;) est donc amplifiée (ou atténuée) par la constante
A, appelée constante de Lebesgue associée aux points xg, 1, -+ , Tn. On va
voir que cette constante joue un role important dans la mesure de ’approxi-
mation par interpolation.

Pour aller dans le sens de cette analyse, nous commengons par la :

Proposition 1.1. On introduit l’application linéaire L, : C([a,b]) — P
qui, a f € C([a, b)), associe son unique polyndéme d’interpolation de Lagrange
aux Points o, T, - , Tn. Alors la norme de Uapplication linéaire L, est A,,.
En d’autres termes :

Nealll = sup  Enlllee _
sec(ap) e
f#0

Preuve : On montre d’abord que |||£,[|| < A,. On a, par des majorations
identiques a celles déja utilisées pour estimer les erreurs commises sur le
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polynome d’interpolation :

La(N)@)] = 1Y flai)Li(2)|
=0

IN

D @)l Li()]
=0

< Y lfllolLi(@)] = [ £lloe Y 1Li()]
1=0 1=0
< Al flloo -

Ce qui prouve l'inégalité souhaitée.

Pour obtenir 1’égalité, on se demande s’il existe une fonction f € C(]a, b))
telle que ||L,(f)||co = Anl|fl|oo- Il n'est pas du tout stir qu'une telle fonction
existe car le “sup” dans la définition de |||L£,]|| n’est pas forcément atteint.
Mais si c’était le cas, cela signifierait que, pour cette fonction, toutes les
inégalités ci-dessus sont des égalités. Analysons les contraintes sur une telle
fonction :

(i) L’égalité entre les deux derniéres lignes signifie que = est un points

de maximum de la fonction y — Y1 |Li(y)|. Un tel point existe car
cette fonction est continue sur [a, b], intervalle fermé borné de R.

(ii) L’égalité entre les deux lignes précédentes signifie que |f(z;)| =
|| flloo pour tout i. Et on peut supposer que ||f||oc = 1.

(iii) L’égalité entre les deux premieres lignes signifie que les f(z;)L;(x)
ont tous le méme signe et on peut supposer que ces quantités sont
toutes positives.

En combinant (ii) et (iii), on voit que 'on peut prendre f(x;) = 1si L;(z) > 0
et f(x;) = —1si Li(z) < 0. De plus, si on suppose que g < x1 < -+ < Zp,
on peut choisir f affine par morceaux (c’est-a-dire affine sur chaque intervalle
[, Ti+1]) et constante pour = < xg et x > .

On vérifie facilement qu'un tel f satisfait ||L,(f)|lco = Anl|f|]co- O

Notre premiere estimation de 'erreur d’interpolation est donnée par le :

Théoréme 1.2. Pour tout f :[a,b] — R, ona :

||f - ﬁn(f)”oo < (1 +An)d(fa73n) )

o :
d(f,Pn) = inf [|f —qlle -
q€Pn

Ce théoreme est assez ambigu car on verra plus loin que A,, tend vers 400
quand n — 4o alors que, par le Théoreme de Weierstass (“toute fonction
continue sur [a,b] est limite uniforme de polynémes”), on a d(f,P,) — 0



11

quand n — +00. On a donc une “forme indéterminée” et on verra plus loin
qu’elle cache une vraie difficulté.

Preuve : Par unicité du polynéme d’interpolation (cf. Théoreme 1.1), £,,(q) =
q pour tout q € Py, ; en effet, dans ces conditions, ¢ est son propre polynéme
d’interpolation. On écrit alors :

Lf = La(Pllee = I = @+ Lnla) = Ln(f)l
< f = dllee +1£n(q = oo
< f = dlleo + Anllf — dlloo
et le résultat en découle en prenant simplement 'infimum sur g € P,,. [J

Exemple 1.1. On considére dans cet exemple les deux types de points d’in-
terpolation les plus classiques :
e Les points équidistants : dans ce cas :
b—a
n

T, =a+1 pouri=20,1,--- n.

La constante de Lebesgue sur lintervalle [—1,1] est évalué par :
on+1
~ enlog(n)
e Les points de Chebyshev : dans ce cas :
a+b b—-a (2i 4 1)7)
S R Rl s P

La constante de Lebesque sur intervalle [—1,1] est évalué par :

) pouri=0,1,---,n.

2
Ay ~ - log(n) .

L’ordre de grandeur dans les deux cas n’est donc pas du tout le méme :
la constante de Lebesgue est beaucoup plus petite dans le cas des points de
Chebysheuv.

Effet Runge : dans le cas de fonctions du type :

1
9e) = Tz

ou : 1
hel?) = iam

on constate que linterpolation via les points équidistants ne donne pas
un résultat proche de la fonction interpolée : en particulier des oscilla-
tions de grandes amplitudes apparaissent sur le bord de 'intervalle, c’est
I’effet Runge. On voit donc qu’en général, I'interpolation n’est pas une bonne
méthode d’approximation.
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L’effet Runge

1.3 Interpolation de Lagrange : erreur d’interpo-
lation dans le cas de fonctions plus régulieres

Il est naturel de penser que ’approximation devrait étre meilleure dans
le cas d’une fonction réguliere, méme si l'effet Runge a lieu dans le cas
d’une fonction tres réguliere. En tout cas, des propriétés convenables sur les
dérivées successives d’une fonction devrait conduire a une formule d’erreur.
C’est I'objet du résultat suivant :

Théoréme 1.3. Soit f : [a,b] — R une fonction (n + 1)-fois dérivable sur
la,b[ telle que f,f',---, f™ sont continuesV) sur [a,b]. Alors, pour tout
x € [a,b], il existe & €]a,b[ tel que :

£@) = o) = T ()&

(n+1)
ot 1 (x) = (x — o) -+ - (x — xp).

On voit dans ce résultat que ’erreur d’interpolation dépend des valeurs
des dérivées de f : c’est assez intuitif car plus une fonction oscille, plus il est
difficile de 'approcher.

Elle dépend aussi des points via le polynome II,,; : le corollaire philoso-
phique de ce résultat, c’est que la meilleure interpolation avec (n+ 1) points
est celle pour laquelle la valeur de ||II,41]|00 €st minimale.

Preuve : On peut d’abord supposer que x n’est pas I'un des z; car sinon
les deux membres de 1’égalité sont nuls, donc le résultat est acquis.

(1). ou plutdt se prolonge par continuité...
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On va appliquer le Théoreme de Rolle par récurrence : pour cela, on
considere la fonction :

U(y) = fy) —pn(y) — Allns1(y) ,

ou A est une constante que nous allons choisir. Cette fonction s’annule en
chacun des points x; par définition de p, et Il,,11 et nous prenons A tel que
Y(z) =0, ie.
4 1@ @)
Hn+1(x) '
A est bien défini puisque x n’est pas 'un des z;, donc II,,41(x) # 0.

Grace a ce choix, la fonction ¢ s’annule au moins (n+2) fois dans [a, b] et
en appliquant soigneusement le Théoreme de Rolle, on voit que v’ s’annule
au moins (n + 1) fois dans a,b[. On procede alors par récurrence pour
prouver que ¢" s’annule au moins n fois dans |a, b| et que, pour k < n + 1,
¢*) gannule au moins (n + 2 — k) fois dans a,b[. En particulier, ¢+
s’annule au moins une fois dans ]a, b[. Mais :

P () = fOED () = pr D () — AT ()
(n+1)

et pn, ' (y) = 0 puisque p,, est de degré au plus n alors que Hgfll) = (n+1)!
car Il 1 est de degré n + 1 et le coefficient de 2"t dans I, 41 est 1.

Il en résulte que, si on note &, €la, b[ le point d’annulation de (1)
a:

,on

0=frt(E,)—0—An+1)!.

D’ott la conclusion en comparant les deux expressions de A. O

1.4 Interpolation de Lagrange : calcul pratique du
polynéme d’interpolation

Comme remarque préliminaire, nous rappelons la méthode de calcul de
p(zx) si p est un polynoéme de la forme :

p(m):a0+a1x+a2x2+---+anx".

La méthode consistant a calculer chaque terme indépendamment conduit a
(n—1) multiplications pour calculer successivement les z* puis encore (n—1)
multiplications pour effectuer les produits avec les ai et n additions : soit
2(n — 1) multiplications et n additions.

On peut aussi calculer de la maniere suivante : ug = apT + ap_1, U1 =
UG+ ap—2, Uz = TUL+ap_3...etc. On se convainc facilement que u,—1 = p(x)
et on fait seulement n multiplications et n additions. Donc on gagne un
facteur 2 au niveau des multiplications (plus cotteuses au niveau informa-
tique...).

Le méme principe va étre utilisée par la méthode des différences divisées.
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1.4.1 La méthode des différences divisées

On va calculer successivement pg, p1, ... pp oU pi € Py, est le polyndme
d’interpolation de f associé & xg, - , Tk.

Il est clair que po(z) = f(xg) car py est de degré 0. On note ensuite
flzo,- - , x| le coefficient de plus haut degré du polynéme py. On remarque
alors que l'on a :

() = pr—1(x) + flro, -, zx](x —20) - (T — 2p—1) -

En effet, le polynome q(z) = pr(x) — flxo, -+ ,xp](x —x0) -+ (x — K1) est
de degré au plus k — 1 car on a retiré a pg son monéme de plus haut degré
et, pour j = 0,--- ,k — 2, ¢(x;) = pr(z;) = f(x;). Donc, par unicité du
polynome d’interpolation, ¢ = pg_1.

On obtient donc par récurrence :

po(@) = f(x0) + > flwo, -+, wx)(x — wo) -+ (x — wp1) -
k=1

C’est la Formule de Newton.
Reste a calculer les f[zo,--- , x| de maniere efficace, c’est I'objet du :

Lemme 1.1. Pour tout k > 1 :

f[x17"' ,.ka]—f[(L’o,"' 7‘Tk—1]
T — X0 '

f[x();"' 7$k] =

L’utilité du lemme est claire : dés que l'on sait calculer des f[---] a k
termes, on calcule facilement les f[---] a k + 1 termes.
Preuve : On note g;_1 € Py_1 I'unique polynéome d’interpolation aux points
r1,--- o ; par définition, le coefficient du terme dominant (qui est z*~1)
est flx1, - ,z]. On considere :

pr(x) == (r — w0)qrp—1(x) : (x — zp)pr_1(x) |
Tk xo

Comme pi_1,qr—1 € Pr_1, il est clair que Py € Pyi. De plus, par les définitions
de pr—1,qr—1 :

—(z0 — xk_)pk—l(m) = f(zo)
Tk — T0

Pr(zo) =

- T — I _1\T
Pr(Tr) = (@ — Zo)ai-1(@k) _ flxg) .
TL — To
etpour 1 <j<k—1:
(z; — z0)qr—1(xj) — (xj — 2 )pr—1(z;)
Tr — To

(xj —wo) f(z) — (xj — zp) f ()

Lk — 2o

pr(z;) =

Tk — 20
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Donc, par 'unicité du polynome d’interpolation aux points xg, - - - , z3 dans
P, Pr. = pr et la conclusion en découle en examinant le coefficient de z*. O

Remarque : Le lien montré ci-dessus entre pg et pr_1 permet aussi de
déduire que p,(y) + flzo, - ,Zn,x],4+1(y) est 'unique polynoéme d’inter-
polation de f associé aux points xg, - ,T,, T, d’ou :

f(l') = pn($) + f[l'(), e 7xn7$]Hn+1(x> .
Ceci nous montre, via ’estimation d’erreur, que si f est assez réguliere :

1

! &)

f[x[)a'” ,.’En,lﬂ -

Ceci donne une estimation des f[---].

1.4.2 Algorithme de Horner

Il s’agit maintenant de calculer les pj en pratique. Deux étapes : le calcul
des f[---] puis la déduction des pj via la formule de Newton.

Comme le montre le tableau suivant, on utilise le Lemme 1.1 pour
déterminer la valeur de tous les f[xq,--- , x|, obtenus en bout de lignes
et notés T'[k] :

Tableau
T[0] f (o)
N
1] flxz1)) — flzo, x1]
N N
T[2] flz2) — flw1, 2] — flxo, z1, 2]
: N N
Tn—2] | f(xn—2) — flon-3,Tn2] — [flTna,Tn-3,Tn 2]
N N
Tln—1] | f(zn—1) —  flop-2.20-1] —  flon—3,Tpn—2,Tn_1]
N N
T[TL] f(xn> - f[l'n—h xn] - f[xn—% Tn—1, xn]

L’algorithme de Horner consiste alors a suivre la procédure suivante qui
ressemble a celle présentée pour le calcul de la valeur d’un polynéme en un
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point :
Uln] = T[n]
Un—-1] = Tn—1]+ (z —zp—1)Un]
Ukl = Tkl+ (x —a)Ulk + 1]
U[O] = pn(m)

1.4.3 La méthode des différences finies

Lorsque les points sont équi-distants, les différences divisées deviennent
des " différences finies” :

f[xo,---,ml]:w’

ou h est la valeur commune des quantités x;41 — x;. Si on définit par
récurrence :

Vii=f(@is1) — f@:) et VVf=V(VF L) =Vl -V
on a des formules plus simples :
VEfi = floi, - @ier] KURY

et :

s(s—=1)---(s—n+1)

n!

pn(z) = fo+ sVifo+ s(s— 1)V2f0 + -+ V" fo,

ou :

(NB:0<s<n)
En effet :

(x —xg) - (x —x) = sh(sh—h)(sh—2h)---(sh—kh)
= s(s—1)(s—2)---(s—k)hFTL.

On obtient alors le polynéme d’interpolation via la formule de Newton
en appliquant ’algorithme précédent.
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1.5 Polynomes de meilleures approximations

Nous commencgons par un résultat général :

Théoréme 1.4. Soit || - || une norme QUELCONQUE sur C([a,b]). Pour tout
f € C(la,b]) et pour tout n € N, il existe au moins un polynome p,, € Py, tel
que :

[lf = Pull = min [[f —ql| .
q€Pn

Un résultat aussi général peut paraitre surprenant car, d’une part, la
norme est quelconque et, d’autre part, on semble minimiser une fonction
en dimension infinie, ce qui est a priori délicat. En fait, comme on verra
mieux dans la preuve, on minimise en dimension finie (car l’espace qui joue
vraiment un role est P,) et seule la continuité de la norme sera importante.
Preuve : On considere 'application ¢ : P,, — R définie par ¥(q) = ||f — ¢||
si q € P,,. L’espace P,, étant de dimension finie, pour prouver que v atteint
son minimum, il suffit de montrer que v est continue et coercive.

e Continuité : Grace a la deuxieme inégalité triangulaire, on a :

[Y(q) = (@)l = [lIf —all = [If = ¢l
= |lon — 2|
ce qui donne la continuité de v (par rapport a la norme || - || mais comme

en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes...).
e Coercivité : Toujours grace a la deuxiéme inégalité triangulaire, on
a:

(q) = [If —all = llgll =[]l

et donc 1 (q) — +oo quand ||g|| — +o0.
U

Remarque : (i) comme toutes les normes ne sont pas équivalentes sur
C([a,b]), il n’est pas clair que ||f — pn|| — 0 quand n — 400, malgré le
Théoreme de Weierstrass...

(ii) La question de 'unicité est non triviale, en général...

1.5.1 Polynomes de meilleure approximation uniforme

On introduit d’abord la définition suivante :

Définition 1.1. On dit qu’une fonction g € C([a,b]) équioscille sur k + 1
points de [a,b] s’il existe des points xop < x1 < --- < xp de [a,b] tels que
lg(x:)| = ||9]|eo pour tout 0 < i < k et tels que g(zit1) = —g(zi) pour tout
0<i<k—-1.

Cette notion nous permet de prouver le :
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Théoréme 1.5. Pour tout f € C([a,b]) et pour tout n € N, il existe un
UNIQUE polynéome p, € Py tel que :

lf = Pnlloc = min [[f — ql[o -
q€Pn

De plus, py est lunique polynoéme de P, tel que f — pn équioscille sur au
moins n + 2 points.

Dans ce théoreme, c’est évidemment 'unicité qui est le point important
) b

avec la caractérisation de pj,.
Preuve : Nous n’allons pas faire la preuve complete mais seulement montrer
pourquoi la propriété d’équioscillation intervient, sachant que 1’existence de
Pr,est assurée par le résultat général.

On construit des points xg, z1,- -,z de la maniere suivante :

0,41, s Lk

o = min{t € [a> b] ; |(f _ﬁn)(t)’ = ||f _ﬁnHoo} )

puis par récurrence :

Tiv1 =min{t € [z5,0] 5 [(f —pn)(t)| = —(F — Dn)(zi)} -

Si f — Py n’équioscille pas sur au moins n + 2 points, cette construction
s’arréte & zj avec k < n. On choisit alors dans U'intervalle [z;, z;11], le plus
grand réel ¢; tel que (f — pn)(c;) =0 (0 <i<n—1) et on note :

k
II(z) = | (r—¢) .

|
—

I
o

Il est important de remarquer que II € P,, puisque k < n.

Pour £ > 0 petit, on examine alors la fonction f — p, + €ll, le £+ étant
dicté par le signe de (f — p,)(zg) : on prend “—” si (f — p,)(xr) > 0, “47
sinon.

Commencons justement par examiner (f — p, — ell)(z)) en supposant
(f — pn)(xk) > 0. On remarque que II(z;) > 0 car tous les xp — ¢; sont
strictement positifs et donc, si € est choisi suffisamment petit,

0< (f — DPn _EH)(xk) < (f _ﬁn)(xk) = Hf _ﬁnHoo .

En examinant ensuite z;_1, on se rend compte que (f — p,)(zx—1) a changé
de signe puisqu’il vaut —||f — Pnl|ec mais II(zx_1) < 0 car seul le terme
(x — cx—1) a changé de signe dans II. On a cette fois :

0> (f _ﬁn _EH)(xk—l) > (f _ﬁn)(xk:—l) = _Hf _ﬁnHoo .

Et par récurrence, on voit que la valeur de f — p, s’est trouvée diminuée par
la soustraction de eIl en chacun des points ou la norme infinie est atteinte.
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En raisonnant plus précisément, on voit que, pour € assez petit,

Hf_ﬁn_‘gHHoo < Hf_ﬁnHom

ce qui contredit la définition de p, et donc f — p, équioscille sur au moins
n + 2 points. ]

1.5.2 Polynomes de meilleure approximation quadratique

Pour mettre cette section dans un cadre un peu plus général, on choisit
une norme L? “4 poids”, c’est-a-dire que la norme découle d’un produit
scalaire de la forme :

b
Uguz/fmww@w,

oit w € L'([a,b]) est une fonction strictement positive presque partout. La
norme L? associée est donc :

12w = [(F, Hu]V?

Dans la suite, on remplacera I'indice “2,w” par un indice “2” pour la norme
et on 'omettra dans le produit scalaire, pour avoir des notations plus légeres,
tout en rappelant qu’il s’agit d’'une norme de type “2”.

Théoréme 1.6. Pour tout f € C([a,b]) et pour tout n € N, il existe un
UNIQUE polynome p,, € Py, tel que :

I|f = Dnll2 = Inin I1f—dqll2 -

De plus, py, est la projection orthogonale de f sur P,.

Preuve : Une nouvelle fois, I’existence de p,, est donné par le résultat général
et seule I'unicité nous intéresse ainsi que la caractérisation de p,,.
Par définition de p,,, on a :

f—Ball2 < IIf —dll3,

pour tout g € P, ; mais, puisque la norme découle d’un produit scalaire, en
écrivant f —q= f — P, + Pn — ¢, o1 a aussi :

1 = all3 = If = Ball3 +2(f = Bns B — @) + [P — dll3 -
On en déduit que :

2(f*15mﬁn*Q)+ Hﬁn*QH% >0,
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pour tout ¢ € P,. Mais P, étant un espace vectoriel, on peut aussi le
réécrire :
2(f = pn, @) + llll3 > 0,
en remplacant g par p, — ¢ dans 'inégalité ci-dessus.
On remplace enfin ¢ par t§ pour ¢t > 0, ce qui conduit a :

pour tout ¢t > 0. En divisant par 2t puis en faisant tendre ¢ vers 0, on aboutit

N

a :
(f_ﬁ’nvq) 207

pour tout § € P,. Il suffit alors de changer § en —¢ pour avoir le résultat
attendu, i.e. :

(f _ﬁnuq) =0 )
pour tout § € P,,.

L’unicité en résulte car, si p.,p2 sont deux polynémes de meilleure ap-
proximation quadratique alors :

(f - ﬁqlw Cj) =0 )
(f = 57.0) =0,

pour tout § € P,. En soustrayant ces deux égalités, on a :
(ﬁ}z _ﬁiaqv) = 07

pour tout § € P,. D’ot1 p. = p2 en prenant G = p.. — p2.
On peut aussi avoir 'unicité via le théoreme de Pythagore qui est une
conséquence immeédiate de ce qui précede, i.e :

If = dll3 = I = Bull3 + 150 — dll3 ,
et qui montre que :
1f = all3 > 11f = Ball3
si q # Dn. O

Calcul de p, :

Comme p,, € Py, il suffit de calculer ses coordonnées dans une base et,
vu le contexte euclidien, il est naturel de penser qu’il faut choisir une base
mieux adaptée que la base canonique (1, X, -+, X™). Les calculs seront bien
plus simples si on possede une base orthogonale (ou méme orthonormée) de
P,, pour le produit scalaire (-,-) comme on le montre maintenant.



21

Si on note (pg)o<k<n une telle base alors :

n
Pn = axpr
k=0

et en faisant le produit scalaire avec I'un des p;, on a :

n

(Bropi) = Y, ar(pr, pi) = ailpi, pi) -
k=0

Mais comme on a vu dans la preuve précédente que (f,q) = (pn,q) pour
tout g € Py, il en résulte que :

|Ipil13

a;

Donc le calcul de p,, se résume a celui de 2(n + 1) intégrales car aussi bien
les produits scalaires que les normes (au carré) sont des intégrales. En fait
de calculs, il s’agit le plus souvent d’évaluations des intégrales car on ne sait
pas les calculer explicitement.

L’existence d’une base de polyndémes orthogonaux est assurée par le
résultat suivant ou les polyndémes pi sont pris “moniques”, c’est-a-dire le
coefficient de leur monome de plus haut degré (qui sera X* en I’occurence)
sera pris égal a 1.

Théoréme 1.7. Il existe une suite de polyomes po,p1,--- ,Pg, -+ et une
seule vérifiant :

1. Pour tout k, le degré de py, est k et py est monique.

2. Pour tous k # j, (pj,pr) = 0 (ce qui implique que, pour tout k,
(pi)o<i<k est une base de Py et que py, est orthogonal a Py_1).

De plus, cette suite de polynomes satisfait la relation de récurrence :

pr(z) = (& — Ap)pe—1(z) — pepr—2(z),

avec : 9
(TPr—1,Pk—1) =

Ap = - .
pe-1ll3 |lpk—2l13

Preuve : On utilise le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, a
partir de la base canonique (1,z,--- ,z",---).

Le polynéme pg est forcément donné par po(x) = 1. Ensuite p1(z) = x—a
ou la constante a est & déterminer. En utilisant le fait que (p1,po) = 0, on
voit que :

_ (l‘,po)

[poll5

a
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Plus généralement, en procédant par récurrence, on contruit pg via la for-
mule :

k—1
k
pr(z) =" — Z aikpi(T) ,
i=0
ou les a;  sont donnés par :

||pil|3

a; k

On vérifie facilement (par orthogonalité ou par un argument de degré) que,
pour tout k, (p;)o<i<k est une base de Py.

Il nous reste & montrer la relation de récurrence. Comme py(z)—xpi—1(z) €
Pr_1 puisque pg et pp_1 sont moniques, on peut écrire :

k—1
pr(@) = pp_i(x) = > cipi() .
=0

En faisant le produit scalaire avec p;, on obtient pour 0 < j <k —1:

(P — TPk—1,D;)
|Ip; 113

Q; = ;

que I’on peut réécrire, en se souvenant que le produit scalaire est une intégrale :

(Pr,pj)  (Pr—1,7p;)

I 1p5113

7

Puisque pg est orthogonal & Pr_1 et que pi_1 est orthogonal & Pj_o, il est
clair que a; = 0 si j < k — 3. Donc il ne nous reste que deux termes :

pr(®) — 2pr—1(x) = ag-1pk-1(2) + ag—2pr—2(z) .
Pour le premier :

_ (peopr—1)  (Pr—1,7pk—1)  (Pk—1,TPR-1)
Ok—1 - = —

= |lpr—1ll3 |Ipk-113

et on retrouve la valeur de —\.
Pour le second :

~ (ProPr—2)  (Dr-1,7TPK—2)  (PR—1,ZDK—2)
(077 )] — = —

 lpe—2ll3 ||pe—2113 |pe—2113

et en utilisant le fait que pg_1—xpg_2 € Pr_2, on voit que (pg—1—TPk—2, Pp—1) =
0 et donc (pr_1,2pr—2) = ||pr_1l|3; on retrouve bien la valeur de —py. O
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Exemple 1.2. Beaucoup d’exemples de familles de polynomes orthogonaux
apparaissent dans la littérature en Mathématiques et encore plus en Phy-
stque :

1. Sur [-1,1], w(z) = 1, polynomes de Legendre.
2. Sur|—1,1[, w(z) =

1
————, polynémes de Tchebychev de 1ére espéce.
V1 — a2
3. Sur ] — 1,1, w(x) = V1—2a2, polynomes de Tchebychev de 2éme

espeéce.

4. Sur RT, w(x) = exp(—z), polynomes de Laguerre.

5. Sur R, w(z) = exp(—z?), polynémes de Hermite.
Nous terminons par le :
Théoréme 1.8. On a p, — f dans L2([a,b]) quand n — +oo.

Dans I’énoncé, nous avons fait figurer la fonction w en indice de L? pour

bien mettre en valeur le fait que ce résultat est vrai pour toute fonction
w € LY([a,b]).
Preuve : C’est une conséquence immédiate du Théoreme de Weierstrass :
il existe une suite (g,), de polynémes qui converge uniformément vers f et
quitte a modifier un peu cette suite, on peut supposer que g, € P, pour
tout n. Comme :

I1f = Pall2 < |If = anll2
et :

b b
17 =0l = [ 16 = a®Pwtar < |1f = i [ wlte

la conclusion est immeédiate. O

1.6 Exercices

1) Montrer que les formes linéaires suivantes forment bien une famille
libre dans le dual de R[X] :

1
p1: P— P(0), ¢o:P— P(1), ngZPH/P(t)dt,
0

et déterminer la base duale de (¢1, @2, p3) dans R3[X].

2) Preuve du théoréme de Weierstrass par les polynémes de
Bernstein, et un zeste de probas. Soit f une fonction continue
sur [0, 1] dont on note w(-) le module de continuité uniforme, et pour
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n € N, on considere la loi multinomiale de parametre x, de taille n,
donnée par les probabilités :

YO<k<n, pplkz)=CFF1—z)"k.

On introduit alors le polynome de Bernstein :
Pu(X) = pulk,2)f(k/n).
k=0

a. Montrer que

n

(@) = Pu(@)| <) palk, )| f(x) - f(k/z)|.

k=0

b. Montrer que pour les entiers k tels que |z — k/n| <non a

Y. k@)l f(2) = f(k/2)] < w(n).

le—k/n|<n

c. Pour la somme complémentaire, il suffit d’estimer la somme s(n, z) =
2 lk—na|>nn Pn(k, 2). En utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev
pour la loi multinomiale, montrer que
1—x) 1

S(n,x)ﬁx( 5 < 5.
nn nn
Indication : l’espérance et la variance de la loi multinomiale valent
respectivement nx et nz(l — x).
d. Conclure que lorsque n — oo, P, converge vers f uniformément sur
[0, 1].
Ecrire explicitement les polynomes d’interpolation de Lagrange cor-
respondant aux points ag = —1, a1 = 0, ag = 1; puis écrire la formule
d’interpolation correspondante pour une fonction f. Enfin, donner I’
expression obtenue pour le calcul de f_ll f(x)dx remplagant f par son
polynome d’interpolation.
Soit f une fonction continue sur I = [a,b] et trois points distincts
ag, a1, ae dans I. On cherche un polynéme d’interpolation Q3 tel que

Vi=1.3, Qs(a)= fla:), Q(a;)=f'(a).

a. Donner la forme explicite de X3 en fonction de
0i(a) = [T, s(w — 2,)? et L2(a).

b. Donner une évalutation de Uerreur |f(z) — Q3(x)| analogue & celle
obtenue dans le cas de 'interpolation de Lagrange.
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c. Calcul pratique : Soit ag = —1; a3 =0, ag = 1 et f(z) = Vo +2
sur I = [—1;1;]. Calculer Le polynome de Lagrange associé P; et
le polynéme Q3 défini ci-dessus. Donner la majoration explicite de
I’erreur dans chaque cas.

5) En utilisant la méthode de Newton (différences divisées), déterminer
le polynome @ tel que

6) En utilisant les différences non divisées (premiere, secondes...), déterminer
le polynéme P tel que

Que peut-on dire des différences quatriemes de P ? Calculer P(—2) et
P(6) a I’aide du tableau obtenu.

7) Soit E 'e.v. des polynomes de degré n ayant pour coefficient dominant
1. On note T,, le polynéme de Tchebicheff T,,(x) = cos(n arccos ).

a. Montrer que L(z) = %TH(SC) appartient & F et donner la norme
|Lfloe dans C([—15 1]).

b. Montrer que L est I’élément minimum de E pour la norme C[—1;1]):
pour cela, raisonner par I’absurde en supposant qu’il existe un élément
() de norme plus petite et soit D = L — (). En considérant les points
de maximum de L, Montrer que D = 0 et conclure.

c. Etant donnée P € E, quel est est le meilleur polynéome de degré
n — 1 qui approche P (au sens de la norme C([—1;1]))?

8) Sur lintervalle [—1;1], on veut construire une famille de polynomes
orthogonaux pour le poids w(x) = |z|. Déterminer les 5 premiers
éléments Py de la famille associée a w, tels que deg(Py) = k.

9) Soit (P,) une famille de polynémes orthonormée sur un intervalle I
relativement a un poids w. On suppose P, de degré n et on écrit
Po(z) = ana™ + byt + ...

a. Soit Qp41 défini par Qn11(z) = xP,(z). Montrer qu’il existe des
coeflicients Cn k tels que

n+1

Qn+1(x) = Z Cn i Pr(),
k=0

avec Cp f = /mPn($)Pk(m)w(x)dx.

b. En déduire la relation

Cnnt1Pry1(x) + (cnn — ) Po(2) + cnp—1Pn—1(x) = 0.
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10

11

c. Montrer les relations suivantes :

_ Gn _ bn br+1 _ Qn-1
Cnn+l = ) Cnpn = — — ) Chnn—1 = )
Ap4-1 an, An4-1 anp,

et en déduire une relation de récurrence sur les (F,).
d. Quelle relation de récurrence obtient-on dans le cas d’une famille
orthogonale, mais non nécessairement orthonormale ?
e. Pour les familles habituelles de polynémes orthogonaux, rappeler I
et w. En déduire les différentes relation de récurrence.
) Soit le poids w, g(z) = (1 + 2)*(1 — x)? dans lintervalle I =] — 1;1].
a. Donner les conditions sur « et 3 pour que w € L!(dx).
b. Vérifier que le poids wp o est associé aux polynomes de Legendre
(L) et vérifier que la norme L%(w) de £, est v2/v/2n + 1.
c. Vérifier que w_y/5 /7 est associé aux polynomes de Tchebitcheff
(T},) et calculer la norme de T, pour ce poids.
) Soit w une fonction définie sur [a,b] et U, une suite de fonctions
vérifiant pour tout n >0 :

Ui~ (a) = U (a) = -+ = Un(a) = 0
U= (0) = U= (0) = -+ = Un(b) = 0
Montrer que les fonctions définies par
1 dr
Po(z) = mﬁUn(m)

forment une famille orthogonale pour le poids w.

12) On considére une fonction r de classe C! sur [a, b] avec 7(a) = r(b) = 0.

On suppose qu’il existe une suite de rééls tous distincts A\, et des
fonctions w > 0 et P, telles que

% (T($)£;Pn($)> = /\nPn(.Z')UJ(l') dans [a’ b]

Calculer % <T($){Pm($)P,/L($) - P, (:ZT)PT/,L(.T))}) , et en déduire que la

famille (P,,) forme une famille orthogonale pour le poids w.



Chapitre 2

Intégration et dérivation
numérique

2.1 La méthode classique d’intégration numérique :
Newton-Cotes

2.1.1 Présentation de la méthode

b
Le but est de donner une valeur approchée de / f(t)dt ou f € C([a,b]),

a
et bien évidemment dans le cas ou f n’a pas de primitive explicite comme
par exemple f(t) = exp(—t?). Ceci se fait en trois étapes :

1. On subdivise 'intervalle [a, b] en choisissant des points 29 = a < x1 <
Tg <+ <y =D,
Tit1
2. On estime / f(t)dt en utilisant une formule de quadrature.

b
3. On reconstitue ’approximation de / f(t)dt via la formule de Chasles.

Il est bien clair que, dans cette stratégie, c’est la deuxieme étape qui est
la plus importante et c’est par elle que nous allons commencer. En général,
on utilise la méme formule de quadrature sur chaque intervalle (bien que
toute fantaisie soit permise...) et donc on ne fait que “transporter” une seule
formule de quadrature définie sur un intervalle de référence par la méthode
suivante que I'on décrit (pour simplifier) dans le cas ou la subdivision utilisée
a des points équidistants. On note h = x;11 — x; et on fait le changement de
variable :

Tiv1 + T L h ’

2 2

o) = £ (T )

t:

27
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“sn
1

La fonction g dépend de l'intervalle considéré donc de mais on omet cet

indice pour avoir des notations plus simple. On a :

| rwa=g [ 11 g(s)ds |

7

et il suffit de donner une formule de quadrature pour I'intégrale sur [—1, 1]
du type :

1 K
(2.1) / g(s)ds ~ L(g) = > wiglys)
5=0

-1

ou—1<yy <y <---<yg <1etlesw; sont des coefficients que I'on peut
“bien choisir” en utlisant le :

Lemme 2.1. Pour tout choix de points yg < y1 < --- < yg, il existe un
unique (K + 1)-uplets (wo, w1, ,wk) tel que la formule (2.1) soit exacte
pour tout polynome de P .

Preuve : Deux méthodes a connaitre :
(i) On considere les polynémes (L;); d’interpolation de Lagrange associés
aux points yo < y1 < --- < ygx. On sait que ces polynomes sont dans Py et
que :

Li(y;) = 61 = 1 sii=j

W)= %= 0 sinon

Si on veut que la formule de quadrature soit exacte sur Pg alors on doit
avoir, pour tout j =0,1,--- , K :

1
/ Lj(s)ds = L(LJ’) = wj .

et comme les (L;); forment une base de Px (exo!), on vérifie facilement que
cette condition nécessaire est aussi suffisante.

NB : il est important de noter ce (premier) lien tres étroit entre l'interpo-
lation et le calcul approché d’intégrale.

(ii) On écrit simplement que, pour que la formule de quadrature soit exacte
sur Pg, il suffit qu’elle le soit sur la base canonique de Py, c’est-a-dire
(1,z,---,2%). Ceci donne, pour 0 < k < K :

-1

1 K
/ skds = L(aF) = ijyf .
=0
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Il s’agit donc d’un systeme linéaire de matrice :

11 1 1
Yo Yyr - Y 0 YK
uour Y Wk

On reconnait une matrice de Vandermonde qui est inversible des que les y;
sont distincts. D’ou 'existence et 'unicité des w. (]

Exemple 2.1. Les exemples les plus importants de formules de quadrature
qui conduisent a des méthodes (simples) d’intégration numérique sont les
sutvants :

— Méthode des rectangles : K =0, yo=—1,0 ou 1. On a wg =2 et :

1
/ 9(s)ds = 2(yo) -

-1

— Méthode des trapézes : K =1 avec, par exemple, yo = —1, y1 = 1. On
awg=1,w; =1et:

1
/ g(s)ds ~ g(~1) + g(1)

— Méthode de Stmpson : K =1, yg=—-1,y1=0,y2=1. On a wg = %,
wlzg,wgzé et :

Remarque : Si les y; sont symétriques par rapport a 0 (c’est-a-dire si
—y; est I'un des y;, pour tout j), alors, par unicité des w;, la formule est
symétrique : w; = wy, si yp = —y;. De plus, si K est pair, la formule n’est pas
seulement exacte sur Pg mais aussi sur Pg 1 car U'intégrale et la formule
de quadrature sont toutes les deux nulles pour z%+1.

Revenons maintenant & l'effet de la formule de quadrature et a 'ap-
proximation des intégrales sur chaque intervalles [z;, z;i+1] et sur [a,b]. Sur
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[xz‘, 96'2'+1] :

Tl h 1
/%_ T war = 2/_19(5)615
h
2

12

K
h Tiy1 + T h
S ()

K
h i1 + X4 h
FOdt =Y 2> wf <+12+yj2> .
a i=0 ~ j=0

Exemple 2.2. Nous reprenons les trois méthodes évoquées dans l’exemple
précédent :
— M¢éthode des rectangles :

’ = Tiy1 + T4
/a f(t)dt ~ h;f (2> :

— Méthode des trapézes :

b h n—1
[ st =3 (1) + fawi)
a =0

— Méthode de Simpson :
b Rl /1 4 (xip1+x 1
~ () 2 [ LT (s
i 55 (G + 30 (D) 4 L) )

2.1.2 Stabilité

Comme nous 'avons déja vu dans le cas des polynoémes d’interpolation,
on doit toujours s’intéresser a 'influence des perturbations sur les données :
comment sont propagées les erreurs sur les valeurs de f dans la formule

d’approximation de l'intégrale
X + x; h
( i+1 % yj ) ?

n—1

Pl
Mw

N
Il
o
II
o
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Si les valeurs des f (%—Fxl + yJ%> sont remplacées par des f; j, I, est

changé en :
n—lh K
§ijfi,j7
=0 7=0
et on a :
n—1 K n—1 K
~ h Tit1 + h h
L D M Y e O DL YT
=0 j=0 i=0 = j=0
n—1 K
h x 1—|—ZE h
= | 72(‘)3 = -+ j fig )l
2 2
=0
n—1 K
h Tit1 + T; h
< 22|wj|f< : -+ 12> fijl
=0 j=

Si on note M = max;; |f (xi“;xi + g,@%) — fij] alors :

—_

_ n— h K h K
I — 1| < §Z]w]|M—n§ Z‘wj‘ M_
i—0 < j=0 =0

Z’Wﬂ M.

car nh = b — a. On voit donc que lerreur sur les valeurs de f est am-
plifiée/atténuée via le coefficient 1’7?“ (ZJK:O |wj|).

2.1.3 Estimations d’erreur
Estimations d’erreur pour des fonctions continues générales

Nous commengons par un résultat basique valable pour toute fonction
continue. Pour cela, on introduit la notion de module de continuité (uni-
forme).

Définition 2.1. On appelle module de continuité (uniforme) d’une fonc-
tion continue f : [a,b] — R toute fonction m : [0,+oo[— R vérifiant les
propriétés suivantes :

— Pour tout z,y € [a,0], |f(x) = f(y)| < m(lx—yl) .

- m(0) =0 et m(t) — 0 quand t — 0F.

— m est une fonction croissante.

- m(t+s) < m(t) +m(s) pour tous s,t > 0.

Comme f est uniformément continue sur [a, b] (Théoréme de Heine), la
fonction suivante est un module de continuité pour f :

m(t) = sup{|f(z) = f(y)|; |z —yl <t},
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mais ce n’est pas la seule car, par exemple, 2m convient aussi. Le module de
continuité, comme son nom l'indique, est une certaine mesure de la conti-
nuité d’'une fonction (écart entre f(z) et f(y) quand = et y sont proches).

Remarque : Certaines classes de fonctions (bien connues?) sont définies
via leur module de continuité : les fonctions lipschitziennes ou m(t) = Ct
pour une certaine constante C' (= constante de Lipschitz) ou héldériennes
ou m(t) = Ct* pour 0 < a < 1 et pour une certaine constante C.

Le premier résultat est le :

Théoréme 2.1. Soit f € C([a,b]) et m un module de continuité de f.
Alors :

b h & ; AN -
[ sy 252 P g ) 1<t (Dl oo
j:

Le double avantage de ce résultat est sa simplicité et sa généralité mais,
par contre, la vitesse de convergence (en h pour les fonctions lipschitziennes
ou h* pour les fonctions holdériennes) n’est pas tres bonne. On verra, par la
suite, comment obtenir de meilleures vitesses de convergence en augmentant
la régularité de f.

Preuve : On estime d’abord :

K

Tit1 h Tit1 + x4 h
Qz'=|/$i f(t)dt—52 ( +l/j2>|,

=0

qui est l'erreur sur un sous-intervalle [z;, z;+1]. On cumulera ensuite ces
erreurs pour obtenir l'erreur sur [a, b)].
On remarque d’abord que, la formule de quadrature étant exacte sur Py
. K _ .
(au moins), on a ;" yw; = 2. On a donc :

Ti41 K Ti+1
/ f(t)dt = %ij / f(t)dt
; j=0 T;

K3

—rZwJ ([ soar—ng (55, 1))

Mais hf (xl“ﬂl +y;j 2) = f;j“ f (%ﬂ% + w%) dt, d’oti, en utilisant
plusieurs fois I'inégalité tringulaire :

s i i h
T S —

7=0
K H»l T _i_a:- h
S kot [ st - 7 (B g L) e

j=0 i

et :

IA
L\D\»—t
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Mais, dans chacune des intégrales, on peut estimer | f(t)— f (%ﬂc’ +y; %) |

par m(|t — (%ﬂ% +y;4)|) < m(h) car les deux points sont dans le méme

intervalle de longueur h et on utilise ensuite la croissance de m.

Finalement :
1 [ X Zii1 1 [ X
@<y ([ lwl| [T mar = (X ksl | i)
j=0 Zi j=0
Si on pose :
b n—1 K
h Tiv1 + X h
Q=1 [ s0a -3 5wt (T )1

a i=0 = j=0

on voit facilement que :
n—1
i=0

(il suffit d’utiliser la relation de Chasles et de se ramener aux intervalles
[z;,2;+1]) il en résulte donc :

-1, [ K
Q < Zi Z|Wj‘ him(h)
=0 \j=0
L (&
= g (Zw pm(h)
=0

Estimations d’erreur pour des fonctions réguliéres

On procede en deux temps : d’abord on obtient une estimation d’erreur
sur Uintervalle de référence [—1,1] puis on “transporte” cette estimation
sur chaque intervalle [z;, z;+1] avant de procéder au cumuls des erreurs sur
I'intervalle [a, b] tout entier comme dans la section précédente.

On commence par le :
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Théoréme 2.2. Soit g une fonction de classe CE+1 sur [—1,1]. Alors :

2M e
’/ t)dt — L )Iﬁm\lg([(ﬂ)l\m,

ot 'on rappelle que L(g) := Z]K:O w;g(y;) et
My = [y =yo) -+ (¥ = y&)lloo -

Preuve : Sillg € Pk est 'unique polynéme d’interpolation de g aux points

Yo, Yk, on a: 1

L(g) = L(Tlg) = / Mg (t)dt |

1

puisque la formule de quadrature est exacte sur Pk
On a alors :

[ s 21 =1 [ (o) - mgoyan < 2 - Mgl

Mais le Théoreme 1.3 implique que :

1

®+1)! T(t—yo) - (t— i )gE (&)

g(t) —Tg(t) =

et donc :

90 = Thg(0)] < ¢ = 0]+ (= i) o+l

Le résultat découle des deux inégalités précédentes. ([l

On suppose maintenant que f est de classe CK+1 et on passe maintenant
a l'estimation de :

Tit1 h Tiv1 + x; h
-1/ f<t>dt—52 oif (B 45 ) 1
x; =

On fait le changement de variable :

Tiy1 + T h
p= THLTT L T
5 +52,

(Tt | h
g(S)—f< 2 +82> )

1
Q=351 [ swit- L)

qui nous conduit a :
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et le résultat sur 'intervalle de référence nous amene a :

Q; < h_2Mk 19| o0 < h KT aMy |7 KD
T2 (K +1)! = \2 (K +1)! o
h K+1 ; ; h
car 9(K+1)(8) = <2> f(KH) (m H;_ ° + s2>.

On en déduit le :

Théoréme 2.3. Soit f une fonction de classe CETL sur [a,b]. Alors :

b nol, K Tors + 1 L PNEHL
[ a3 g S s (M g )< 00 ()

i=0 = j=0

Preuve : Il suffit d’utiliser le fait que :

n—1
i=0
et la relation nh = b — a. O

Remarque : On peut raffiner les preuves ci-dessus pour avoir, non plus une
majoration, mais un vrai développement limité, de I,,. On écrit d’abord :

g(t)—Tlg(t) = (Kl—i—l)!(t_y()) - (t=yr) g " (0)+0(llg ) g (0)]|o0) -

Ce qui se traduit par :

) K
Tit1 h Tir1 + x; h
/, f(t)dt—§ijf <+12+yj2>

<h>K+2 lK f(K+1)($i+1+$i)
7=0

2) (K+1)! 2

ral(2)).

oulyg = fil(t —yo) - (t—yx)dy et le “0” provient du module de continuité
de fEHD sur [a,b).

En sommant sur i, on remarque que le premier terme donne une somme
de Riemann pour f5+1) et donc :

/b f(t)dt I = ﬁ K+1L /b f(K+1)(t)dt+0(hK+1)
a "T\2) 2K+, '

On peut lire cette égalité comme :
b
I, = / f@)dt + ARETY 1 o(REFL) |
a

ce qui donne bien un développement de I'erreur. De plus, le o(h¥*1) est un
O(RE+2) si f est de classe CK+2,
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2.1.4 Meéthode d’accélération de Romberg

Nous n’entrerons pas dans trop de détails et nous indiquerons simplement
le principe.
On pose I = ff f(t)dt et on considere la méthode des trapezes ou :

n—1
h
In = 5[f(a) + fO)+hY_ flai).
i=1
La section précédente nous donne, pour des fonctions assez réguliéres :
I=1,+Ah* 4+ 0O(h%),

et en raffinant la subdivision avec un pas h deux fois plus petit (donc avec
deux fois plus de points) :
Ah?

Un simple calcul conduit & :
31 = 41y, — I, + O(h3) ,

et on gagne une ordre puisque la convergence est en h3 au lieu de h2.

Remarque : Extrapolation de Richardson : en fait on peut aller plus
loin car si on a :

I=1I,+ah+ah®+ - +a,h" +OR"),

on peut théoriquement éliminer aih, ash?,--- ,a,h", en considérant plu-
sieurs niveaux de subdivisions. Mais attention la complexité peut devenir
cotiteuse...

2.2 Un choix optimal de points : les points de
Gauss-Legendre

Au lieu de choisir n’importe quels points y; dans la formule de quadra-
ture, on peut essayer de les prendre de maniere optimale, c’est-a-dire de telle
sorte que la formule de quadrature soit exacte sur I’espace de polynomes le
plus grand possible car, comme on I’a vu précédemment, I'ordre de conver-
gence de la méthode de Newton-Cotes associée sera également la plus grande
possible. Cet objectif est réalisé via le

Théoréme 2.4. Pour tout | € N, il existe [+ 1 points a; et [+1 constantes
wj tels que :

1 l
/ p(s)ds = E w;p(a;) pour tout p € Py .
1 -
Jj=0
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Ce résultat semble effectivement optimal car nous avons (20 + 2) réels a
fixer (les a; et les w;) avec le but de réaliser (21 + 2) égalités car Poryq est
de dimension 2/ 4 2 et il suffit que I’égalité ait lieu sur une base de Pyry1.
Preuve : On considere dans P11 le produit scalaire de L? ie.

1
)= [ pls)as)is.
On note S Porthogonal de P; dans P11 pour ce produit scalaire. La dimen-
sion de S est 1 et on considére P € S un élément non nul (donc un vecteur
directeur) de S. On va étudier les propriétés d'un tel polynéme P.

e P est de degré exactement [ + 1 : en effet, sinon P € P; et donc
(P, P) =0 car P est orthogonal & P}, d’ou P = 0.

e P a toutes ses racines dans [—1,1] : en effet, sinon on pourrait écrire
sous la forme P(z) = p(x)q(z) avec, d’une part :

p(x) = (= bi)(z = b2) -~ (. = bg)

ott les b; sont les racines de P dans [—1,1] et ol, d’autre part, ¢ est sans
racine dans [—1,1] (donc de signe constant dans [—1, 1]). On remarque que
k < I sinon P aurait toutes ses racines dans [—1,1]. On écrit alors que
(P,p) = 0 puisque p € Py, ce qui donne :

1
/_ 1) Pa(s)ds =0,

une contradiction car ¢ est de signe constant et non nul sur [—1, 1].
e Siles a; (0 <j <) sont les racines de P dans [—1, 1] alors les a; sont
distincts : en effet, si on a une racine double (disons ag = a1), alors :

P(z) = (z —ao)*(z —a) - (z — ap) .

On note cette fois p(z) = (x —ag) - - - (x — ;) et on remarque que p € P;. En

écrivant alors que (P,p) =0 car p € P;, on obtient :
! 2 2
[ = anPlpts) s =
-1
ce qui donne la contradiction.

On tire alors avantage des propriétés de P : si p est un polynéme quel-
conque de Pgy1, on fait la division euclidienne de p par P :

p=PQ+R,

ott le degré de R est strictement inférieur au degré de P (donc R € P)) et
un simple argument de degré montre que @ est forcément dans P; puisque
D € Pory1 et que le degré de P est exactement [ + 1.
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On écrit alors :

/1 p(t)dt = /1 P)Q(t)dt + /1 R(t)dt ,
-1

-1 -1

et on remarque que f_ll P(t)Q(t)dt = 0 puisque Q € P;. On choisit alors les
constantes w; pour que :

1 l
/ r(s)ds = ijr(aj) pour tout r € Py,

1 s

ce qui est possible d’apres la partie sur Newton-Cotes. Il en résulte :

/1 p(t)dt = /11 P(t)Q(t)dt+/11R(t)dt

—1 —
l

1
_ / R(t)dt = 3 w;R(a;)
1 2o

!
= > wjpla))
j=0
la derniére ligne provenant du fait que les a; sont les racines de P, donc

R(a;) = p(aj) — P(a;)Q(a;) = play) -

2.3 Dérivation numérique

L’objectif est ici de donner une approximation des dérivées d’une fonction
a partir de la connaissance de ses valeurs en un certain nombre de points
(un grand nombre de points, en général).

La premiere idée pourrait consister a utiliser I'interpolation de Lagrange :
si p,, est Uinterpolée d’une fonction réguliere f sur [a,b] et si = €]a,b[, on
peut penser que p),(x) peut approcher f’(x). Mais cette approche se révele
assez vite catastrophique, p/, (z) étant le plus souvent tres éloigné de f'(x).

Une meilleure idée est la méthode des différences finies : si x €]a, b| et si
|h| < 1 alors :

Py = LoD =S0),

puisque f’(x) est la limite du quotient différentiel. On peut méme aller plus
loin en utilisant la formule de Taylor pour approcher f'(z), f(z), f® (z), - -
f™(z) ce qui nécessite P'utilisation de plus en plus de points.

Y
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On note S(f, h,x) une méthode d’approximation de la dérivée de f en
x (on verra des exemples autres que celui ci-dessus plus loin) : on juge de
la qualité (supposée) de cette approximation de la dérivée grace a la notion
d’ordre présentée maintenant.

Définition 2.2. On dit que S(f, h,z) est une méthode d’ordre k, s’il existe
une constante K dépendant de f telle que :

|S(f, h,z) — f'(x)] < Kh* .

Pour connaitre 1'ordre d’une approximation [définition qui s’étend sans
probleme au cas de Papproximation des dérivées supérieures], on utilise la
formule de Taylor en supposant que f est réguliere. Si :

fx+h) - fz)

S(f,h,.%’): h 5

on écrit :
flx+h)= f(z)+ f(x)h + %f”(ac)h2 +o(h?) .
D’ou : )
S(f,h,x) = f'(x)+ if”(x)h +o(h) .

On a une approximation d’ordre 1 car le terme d’erreur est en h.
Par contre, si :

fx+h)—flx—h)
2h ’

Sl (f’ ha CC) =
alors :

Fla+h) = (@) + £ @h+ 57 @ + 2 fO @ + o)

flo = h) = f() = f @+ 3 @I = 2 O @ + o(h?)

et :
Su(fhoa) = f(z) + % FO (2)h2 + o(h?) .

Cette fois, 'approximation est d’ordre 2.

2.4 Exercices

1) Reprendre les formules d’interpolation de Lagrange a 1, 2 et 3 points
et en déduire les formules d’intégration élémentaire associées, puis les
formules composées.
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2) On considere les quatres formes linéaires suivantes :
fi: P— P(=1), fo:Pw P(1), f3:Pw— P'(=1), f3:P~ P(1).

A partir de ces formes et de la base duale associée, construire une
formule d’integration du type fol f~af(=1)+bf (=1)+cf(1)+df'(1).
On donnera les réels a, b, ¢, d et une estimation de ’erreur commise.

3) On veut estimer l'erreur d’une formule d’intégration approchée :

b
() =Y Aif () - / f(x)da,

ou les \; et les x; sont donnés, x; € [a,b]. On suppose f de classe
C™*! sur [a,b] et la formule d’intégration exacte pour les polynomes
de degré inférieur ou égal a n.

On note g = max{g, 0} la partie positive et yp(z,t) = [(z — t)7]".
a. On écrit la formule de Lagrange avec reste intégral

_ _ ! _ nf(n)(a> _
f@) = fla)+(z=a) f @)+ +(z—a)" = +ra(z) = Pu(2)+ra(z).

Montrer que

x b
mla) = [ 1@ =07 = [0

b. En déduire que E(f) = E(r,,), puis que

b
BU) = oy [ £V @halt)at avec k(t) = Blo > (i, 1).

c. On suppose ky, positif sur [a, b] ; montrer qu’il existe £ €]a, b[ tel que

b
B(f) =~y e) / (1),

ol
et montrer que E(f) = E(z" 1) f+D(&)/(n + 1)
d. Application : On se place sur [—1, 1] ; déterminer le noyau de Péano
k., correspondant a la formule des trapézes, et a la formule de Simp-
son. Vérifier que ce sont des fonctions positives et conclure.



Chapitre 3

Analyse numérique des
équations différentielles

3.1 Rappels théoriques

3.1.1 Théorie générale

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation de la forme :

y(t) = f(t,y(t)) dans I,

auquel il faut adjoindre une “condition initiale” :

y(to) = yo »

ou tg est un point de l'intervalle I. L’inconnue est la fonction y : I — R™
alors que la fonction f : I x R® — R" et la donnée initiale yy € R™ sont
des données du probleme. En fait, en pratique, l'intervalle I sera souvent a
déterminer.

Pour simplifier, nous allons supposer que tg = 0, ce qui n’est pas une
perte de généralité car on peut toujours remplacer la fonction y(-) par g(-) =
y(to+-) et I par I —ty. L’étude de 'EDO se fait (en général) en deux temps :

(i) on prouve l'existence et I'unicité “locale” de la solution (c’est-a-dire sur
un intervalle de la forme [0,7] ou [—7,7] ou 7 > 0 est a priori un
temps “petit”); le résultat de base pour obtenir ces propriétés est le
Théoreme de Cauchy-Lipschitz.

(ii) On entend la solution sur un intervalle I le plus grand possible : [0, 7]
ou [-T,T].

Dans toute la suite, nous ne considérerons que le probleme de Cauchy de
maniere “progressive”, c’est-a-dire sur des temps positifs : y(0) est donné et
on veut calculer y(t) pour ¢ € [0,7T]. Mais on peut résoudre aussi pour ¢ < 0
(de maniere “rétrograde”).

41
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Nous commencgons par rappeler le Théoreme de Cauchy-Lipschitz qui
utilise ’hypothese suivante (notée (LL) pour “localement Lipschitz”) :
(LL) Pour tout 0 < 7" < T et pour tout R > 0, il existe une constante
L(T", R) telle que :

‘f(tayl) - f(t7y2)’ < L(TlaR)’yl - y2| )

pour tous ¢ € [0,T"] et |y1|, |y2] < R.
Le résultat est le :

Théoreme 3.1. Sous l’hypothése (LL), pour toute donnée initiale yy € R,
il y a existence et unicité locale de la solution de I’EDO.

Remarque : Le théoreme est évidemment admis dans ce cours : nous rap-
pelons néanmoins qu’il s’obtient via un argument de point fixe pour les
applications contractantes dans ’espace de Banach C([0,7]) pour 7 > 0
assez petit. Pour mettre en place cet argument de point fixe, on integre

I’équation :
t
0 =w+ [ Fou)ds

et 'application contractante est 7' : C([0,7]) — C([0, 7]) définie par :

—yo+/f8y

Nous considérons maintenant trois exemples typiques d’EDO dans R.

e y(t) = y(t). Il est plus que clair que le Théoréeme de Cauchy-Lipschitz
s’applique car f(y) = y est méme globalement lipschitzienne. En fait, on sait
méme calculer la solution : y(t) = yoexp(t). On a donc existence et unicité,
non seulement localement mais “globalement” (i.e. pour tous temps, positifs
et négatifs).

e (t) = [y(¢)]?. Il est un peu moins clair que le Théoréme de Cauchy-
Lipschitz s’applique mais on vérifie tout de méme facilement que f(y) = y?
est localement lipschitzienne car :

lyf —y3| < 2R|y1 — y2| ,

pour tous |yi],|y2|] < R (utiliser ou bien le Théoreme des accroissements
finis qui dit, au passage, que toute fonction C! est localement lipschitzienne,
ou bien une identité remarquable). La encore on sait calculer la solution :
y(t) =0siyo=0et:

Yo
t pu—

si yo # 0. On a donc existence et unicité locale mais pas globale car si
yo > 0, la solution tend vers +oo quand ¢ tend vers yg, ! On a donc un
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exemple ou la solution ne peut pas étre prolongée a R tout entier. Comme
on le reverra plus loin, la possibilité de pouvoir étendre la solution y pour
tout temps dépend d’hypotheses sur la croissance de f en y a l'infini. Et on
peut toujours le faire si f est sous-linéaire, i.e. s’il existe K > 0 tel que :

If(ty)] < KA+ yl),

pour tout ¢ € [0,7] (ou |0,4+00[) et y € R, ce qui n’est pas le cas pour
fly) =y

e y(t) = [y(t)]'/3 avec yo = 0. Dans ce dernier cas, le Théoreme de
Cauchy-Lipschitz ne s’applique pas car la fonction f(y) = y'/3 nest pas
localement lipschitzienne a cause du point 0 ou la pente est infinie. On a
pourtant existence locale car y(¢) = 0 est solution mais pas unicité car on
a une autre solution de la forme y(t) = c¢t? sit > 0 et y(t) = 0 si t < 0.
Ce cas releve du Théoréme de Peano qui donne l’existence locale (mais pas
I'unicité) quand f est seulement continue. On voit donc que le caractére
lipschitz de f est surtout utile pour 'unicité.

Pour simplifier encore plus, nous allons supposer que f est globalement
lipschitzienne, c¢’est-a-dire que f satisfait (LL) avec une constante L qui ne
dépend ni de T’ ni de R. Nous supposerons, de plus que f est continue en
temps et nous noterons cette hypothese (GL).

3.1.2 Effets des perturbations

Nous avons déja vu plusieurs fois qu’il est important de mesurer l'ef-
fet des perturbations diverses : erreurs sur les données ou erreurs d’arron-
dies, incertitudes sur le modele...etc. Cette section va montrer comment ces
perturbations se transmettent au cours du temps, soit par une estimation
“grossiere” qui utilisera un outil fondamental de I’étude des EDO, le lemme
de Gronwall, soit par une approche un peu plus précise, la linéarisation.

Nous commengons par montrer que la solution reste bornée sur [0,7] si
f est sous-linéaire :

Proposition 3.1. Sous l’hypothése (GL), on a :
M
[y()] < lyol exp(Lt) + - (exp(Lt) — 1) pour tout t € [0,T],

ot M :=|[|f(t,0)||cc, la norme infinie étant prise sur lintervalle [0,T].

Preuve : Pour a > 0 petit, on introduit les fonctions ¢, définie pour
t € [0, T par wa(t) = (Jy(t)]? + ). Cette fonction est de classe C' et :

Palt) = (y(), (1) = N0 (y(®), f(£,5(2))) -
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Par (GL), on a :
| (t,y(t))]

Lf (&) = f(2,0)] + f(t,0)]
|f(t,y(t) — f(£,0)] + | f(2,0)|
Lly(t)|+ M .

INIA

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz au produit scalaire (y(t), f(t,y(t))),

on en déduit : )

Pal(t)

Pa(t) < ly@®)|(Lly(t)] + M) .
Mais on a clairement :
[y(t)] < palt) pour tout t,

donc :
Pa(t) < Lpa(t) + M .
On réécrit cette inégalité sous la forme :
Pa(t) = Loa(t) < M,
puis on multiplie par exp(—Lt) :
exp(—Lt)pa(t) — Lexp(—Lt)p(t) < M exp(—Lt) .

Le premier membre est une dérivée exacte [de exp(—Lt)p,(t)] et, en intégrant
de 0 a t, on obtient :

exp(—Lt)pa(t) — pa(0) < /0 M exp(—Ls)ds = %(1 — exp(—Lt)) .

D'ou :
Palt) < ga(0) exp(L) + T (exp(Lt) ~ 1)

11 suffit alors de faire tendre « vers 0 dans cette inégalité puisque p,(t) —
ly(®)]. O

L’argument de la preuve précédente est un cas particulier d’un résultat
plus général que ’on peut décliner de plusieurs manieres, par exemple :

Lemme 3.1. (Lemme de Gronwall)
Six :[0,T] — R est une fonction continue qui satisfait :

X(t) < / X()(s)ds + r(t)

ou P > 0 et r sont aussi des fonctions continues alors :

x(t) < /Otr(s)lb(s) exp </:1/}(T)d7'> ds+r(t) .
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Idée de preuve : on pose f(t) = fg X(s)¥(s)ds. En multipliant 'inégalité
satisfaite par x par v¥(t), on aboutit a :

F1) < @) f) +rt)v()

et on laisse la suite a la libre imagination du lecteur...
NB : une estimation de f donne une estimation de x puisque x(t) < f(t) +

r(t).
On considere maintenant la solution y. de 'EDO perturbée :
Ye(t) = f(t,y=(t)) + e19(t) dans |0, T,
auquel il faut adjoindre une “condition initiale perturbée” :
Ye(0) = yo + eocr

oue = (g0,€1), €0, €1 étant des parametres petits, g est une fonction continue
et a € R™. Ce probleme admet, bien str, une solution par le Théoreme de
Cauchy-Lipschitz.

Théoréme 3.2. Pour tout t € [0,T], on a :

t
lye(t) — y(t)| < leocr| exp(Lt) +/0 exp(L(t — s))le1g(s)lds .
De plus, si f est de classe C? alors :
[y=(t) — y(t) — eoz0(t) —e1z1(t)] < C(ef +€1)

ot les correcteurs zg, z1 satisfont les équations linéarisées :

{éo(t) = Dyf(t,y®)=(t) , {él(t) = Dyf(t,y(t)=1(t) +9(t)
20(0) = « 20(0) = 0

ou Dy f désigne la dérivée (partielle) par rapport a la variable y.

Preuve : On ne va prouver en détails que le premier résultat, le second
étant laissé en exercice avec quelques indications.

On pose x(t) = (Jy=(t) — y(t)|> + a)'/? et on s’intéresse aux propriétés
de cette fonction. On a :

X(t) > |ye(t) — y(t)] pour tous t,

et par des arguments analogues a ceux utilisés dans la preuve de la Propo-
sition 3.1 :

WD) = 0 = y(0). F(03:0) + 219(t) = F(1(0)
< Xit)\y@(t) —y Ot () — — £y )] + 1o (D))
< () — O Llyet) — y(t)] +e1lg(t)])

IA
~ =
=
=
+
Q
=Y
=
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On se retrouve dans une situation quasi-analogue a celle de preuve du la
Proposition 3.1 et on conclut de la méme maniere.

Pour la seconde partie du résultat, il faut introduire x(t) = (|y=(t) —
y(t) — e0z0(t) — e121(t)|> + )/, Seuls les calculs sur les termes en f sont
différents car il faut utiliser la formule de Taylor avec reste intégral qui
donne :

f(ty2) = f(toyn) + Dy f(t,y1) (2 — 1) + O(ly2 — n1l?)

ot le terme O(|y2 —y1]?) est contr6lé de maniere uniforme sur tout compact.
En utilisant ce nouvel ingrédient et la premiere estimation de |y.(t) — y(t)|,
la preuve est “straightforward”. O

3.1.3 Régularité de la solution

Nous terminons cette partie théorique par un résultat de régularité sur la
solution y de I’'EDO. Nous formulons ce résultat en dimension 1, ¢’est-a-dire
quand y est & valeurs dans R.

Théoréme 3.3. Si la fonction f est de classe CP sur [0,T] x R alors y est
de classe CP11 et :

y(k+1) (t) = f[k] (ta y(t)) dans ]07 T[ (k = 05 ]-a e 7p)a
oti les fonctions fI* sont définies sur [0,T] par :

f[O}(t Z) = f(t, Z) )

f[k+1] (t,z) = gtf[k] (t,2) + f(¢, z)(%f[k} (t,2),

pour k=0,1,--- ,p—1.

Preuve : La preuve se fait facilement par récurrence. O

3.2 La méthode d’Euler

3.2.1 Présentation de la méthode

Pour résoudre numériquement 'EDO, on va se donner une grille, c’est-
a~dire des points tg =0 < t; <ty <t3 <--- <ty =T, et on va essayer de
calculer une “bonne” approximation des valeurs de la solution en tous ces
points, c’est-a-dire des valeurs y; ~ y(t;).

Numériquement le sens de “bonne approximation” n’est pas absolu car,
d’une part, 'ordre de grandeur joue un réle (une approximation a 100 000
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ans pres peut étre excellente si on est géologue...) et, d’autre part, le temps
mis pour calculer la solution peut étre un facteur important (quel est I'intérét
d’avoir un résultat trés précis s’il faut 10 ans pour Uobtenir 7). Il y a toujours,
dans les méthodes numériques un “rapport qualité - prix ” : précision vs
temps de calcul ou complexité.

Essentiellement il y a deux approches pour calculer les y; qui, dans le
cas de la méthode d’Euler, vont aboutir au méme résultat : soit on approche
directement ’EDO par “différences finies” en utilisant une approximation
de la dérivée y/(t), soit on integre 'EDO, se rapprochant ainsi de la preuve
d’existence.

L’approche par “différences finies” consiste & approcher y/(¢;) dans es-
prit de la section 2.3 ; par exemple :

y(tiv1) —y(ti)

/
t;) ~
(k) tit1 — i

LEDO se réécrit alors sous la forme :

y(tiv1) — y(t:)
tiv1 — ti

~ f(ti y(t)
et donc :
Y(tivr) = y(ti) + (tir — ta) f (i, () -
Ceci suggere que I'on peut calculer les y; via la relation de récurrence :
Yit1 = Yi + (tig1 — ) (L, 93)

le terme yo étant connu (donnée initiale). C’est la méthode d’Euler.
La deuxieme approche, qui va nous conduire au méme résultat mais avec
une philosophie tres différente, consiste a intégrer I’équation de t; a t;41 :

y(tiv1) = y(t:) + /t " f(s,y(s))ds .

Si on applique la méthode des rectangles a I'intégrale de la maniere suivante :

/t. s, y5))ds = (tier — 1) F (1, (t0)

on retrouve les calculs ci-dessus et la méthode d’Euler.

Remarque : En pratique, il peut étre intéressant d’utiliser une subdivision
adaptée avec plus de points aux endroits ou la fonction y varie beaucoup et
moins de points aux endroits ou les variations sont faibles. Mais choisir une
telle subdivision (ou faire en sorte que 'ordinateur choisisse automatique-
ment cette subdivision = schémas adaptatifs) n’est pas toujours simple.
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3.2.2 Etude de lerreur (I)
Désormais nous nous placons dans le cadre d’une grille uniforme :

T
t’H‘l_tZ:h:N

La méthode d’Euler s’écrit alors :

Yit1 = Yi + hf(ti, vs) -
On notera :
ei =y(ti) —vi,

I’erreur commise au point t; et :

gi = y(tiv1) —y(ti) — hf(ti, y(t)) ,

Ierreur de “consistance” ; c’est l'erreur systématique commise sur y;+1 :
méme si on a calculé exactement la valeur a Uinstant ¢; (y; ~ y(¢;)), on a
une erreur sur y(t;+1) qui est ;.

Pour évaluer ’erreur, on procede comme suit :

eir1 = Y(tir1) — Yit1
= [y(tiv1) —y(t:)) = hf (i, y()] + [y(ti) — vil + [yi + hf(ti, vi)] +
RUf(ti,y(ti)) — hf(ti, ys)] — yir1
= &i+1 T € + h[f(tza ( 1)) hf( 17%)] .
D’ou :
’51+1’+’€z’+h|f( Y ( z)) hf( uyz)|
leiv1] + (1 + Lh)|ei]

leir1] <
<

en utilisant le caractere lipschitz de f.
Il reste & estimer |g;41]. En utilisant I’équation, on a :

i1l = [y(tisr) — y(ts) — hf(ti, y(t))]
_ ,/” ozs_/t_z+ J (t:)ds|
AR
< h osup Jy'(s) =y (t:)]

se[ti,ti+1]

h.w(h,y') ,

IN

ol w(+,y') est le module de continuité de la fonction (continue) y' sur [0, 7.
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Finalement on a l’estimation suivante de ’erreur ;4 :
lei1] < (1+ Lh)les| + hw(h,y) .
Pour conclure on utilise le :

Lemme 3.2. (Lemme de Gronwall discret)
Si (6;); est une suite de réels positifs qui satisfait :

01 < (1+ A)Y; + B,
ot A, B sont des constantes strictement positives alors :

exp(id) — 1

" B.

0; < exp(iA)fy +

On utilise d’abord le lemme avec A = Lh et B = h.w(h,y’) :

exp(Lih) — 1

i < Lih
el < exp(Lih)eo| + T2

h.w(h,y') .

Mais ih = t; et (a priori) eg = 0 [ou du moins, eg est tres petit] donc :

exp(Lt;) — 1 b < exp(LT) —1

7 w(h,y') < 7 w(h,y') .

On vient donc de prouver le :

Théoréme 3.4. Sous ’hypotheése (GL) :

LT) -1
max_|e;] < exp(LT) —1

/

En particulier, max |e;] — 0 quand N — +o0.
0<i<N

On donne maintenant la :
Preuve du Lemme de Gronwall discret : On note (u;); la suite définie
par :
U; = At Ay
En divisant la propriété satisfait par la suite (6;); par (1 + A)**!, on voit
que :

B
Uit < U+ W .
Une récurrence immédiate montre que :
— B B 1-d

- < R — -
“’—““l;)(uA)kH T AT g
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ouna=1/(1+A). Comme :

1 1+A

l—-a A’

il en résulte : .
1—-a
UISUO+B A )

et donc : '
6; < (1 + A)ug +B(1+AA)_1 |

Il reste a remarquer que 1 + A < exp(A), ce qui est clair puisque :

A? A"
eXp(A):1+A+§+...+H+...‘

A titre d’exercice, on pourra démontrer la :

Proposition 3.2. Siyy, est la fonction affine par morceaux telle que yp,(t;)

Y; pour tout i, on a :

llyn — Ylloo — 0 quand h — 0 .

3.2.3 Etude de Perreur (II)

Le section précédente donne une estimation de convergence qui dépend
du module de continuité de y’. Mais la fonction y est inconnue donc ce
résultat n’est pas satisfaisant car il n’est pas explicite. Nous allons mainte-
nant donner une autre estimation qui ne dépend que des données, c’est-a-dire

de f.
Pour cela, on étudie le module de continuité de 1/ :

') =y ()] = [f(ty@) = f(s,(s))|
[F(Ey(8) = f(s,9@) + f(s,5(8) = f(s,y
< f@y@) = fls,y@)) + (s, y(8) — £ (s,
< |f(6 (@) = Fls,y(®)] + Lly(t) — y(s)]

D’apres la Proposition 3.1, |y(t)] < D pour une certaine constante D sur
I'intervalle [0, 7] et le premier terme est estimé par le module de continuité

de f sur [0,T] x B(0, D), noté wp(-, f).
Quant au second, par le Théoréeme des Accroissements Finis :

ly(t) —y(s)| < My|t — s|,

(s))l

)

(s))]
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ou :
My= max [f(t,y).
[0,T]xB(0,D)

Finalement :
w(h’y/) < WD(hv f) + Lth y
ce qui donne le résultat suivant qui était notre objectif :

Théoréme 3.5. Sous ’hypotheése (GL) :

LT)—-1
max_|e;| < exp(L)

0<i<N (wp(h, f) + LM;h) .

3.3 Etude générale des méthodes a un pas

On conserve, dans cette section, une grille uniforme de pas h = % Les
méthodes & un pas sont des méthodes de la forme :

{yiJrl =y +h®(t;,yi, h)
Y = Yo,n

ou ¢ est une fonction continue sur [0,7] x R™ x [0, H], H désignant un pas
de discrétisation maximal.

3.3.1 Propriétés importantes d’'une méthode a un pas

¢ CONSISTANCE
Définition 3.1. On appelle erreur de consistance de la méthode a un pas,
la quantité :

N-1

X = Z ly(tiv1) —y(ti) — h®(ti, y(t:), h)| .
=0

La méthode est dite consistante si X5, — 0 quand h — 0.

La quantité y(t;+1) — y(t;) — h®(t;, y(t;), h) est 'analogue de ce que nous
avons noté ¢; ci-dessus; nous conserverons au besoin cette notation.

e STABILITE

Définition 3.2. La méthode a un pas est dite stable s’il existe deux constantes
Sy, Sy telles que, si (§;); est défini par :
{ Jit1 = Ui+ h®(ti, 0, h) +&
Y = Yoh
alors :
N-1

max|y; — gi| < S1lyon — Yol + 52 > el
i=0
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Bien entendu, la méthode est dite convergente si max |y; — y(t;)| — 0
(2

quand h — 0.

Théoréme 3.6. Toute méthode stable et consistante converge & condition
que yo.r, — y(0) quand h — 0.

La derniere condition étant toujours satisfaite en pratique, I’étude de la
convergence des méthodes a un pas se réduit a 1’étude de leur consistance
et de leur stabilité, ce qui est plus simple comme on va le voir.

Preuve : Si on note §; = y(t;), on a par définition de ¢; (juste apres la
définition de la consistance) :

Uiv1 = Ui + h®(ti, 9, h) + €

Et 9o = y(0). Puisque la méthode est stable :

N-1
max[y; — y(t:)| < Silyon — y(0)] + 52 > el
=0

Hors, les deux quantités du membre de droite tendent vers 0 quand A tend
vers 0 par consistance, donc le résultat est acquis. ]

3.3.2 Condition nécessaire et suffisante de consistance

Théoreme 3.7. La méthode a un pas est consistante si et seulement si :
D(t,2,0) = f(t,2),

pour tous t € [0,T], z € R™.

Preuve : On ne va vraiment détailler que la condition suffisante.
gi = y(tiy1) —y(ts) — h®(ts, y(t:), h)
= [ 006D - 0l W
Mais, pour s € [t;,tiy1] :

[f(s,y(s)) — @i, y(ts), )| < |f(s,y(s)) — f(ti,y(t:))]+
|f(tisy(ti) — (i, y(ti), 0)] + [P, y (), 0) — (ti, y(ti), h)

Le premier et le troisieme terme sont des termes petits (uniformément en )
par 'uniforme continuité de f, y et ®; on les estime par un §(h) qui tend
vers 0 avec h.

Si le terme du milieu est nul (condition de consistance) alors |g;| < hd(h)
et X, < Nhé(h) = To(h) — 0 quand h — 0. D’out la consistance.
NB : la condition suffisante se prouve en examinant la preuve d’un peu plus
pres : si si le terme du milieu n’est pas nul... ]
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3.3.3 Condition suffisante de stabilité

Théoréme 3.8. La méthode a un pas est stable si ®(t,z, h) est lipschit-
zien en z pour tous t € [0,T], h € [0,H] avec une constante de lipschitz
indépendante de t et h.

Preuve : On note 6; = |y; — g;|]. On a :
Oit1 = ‘%‘Fh@(tuyzah) _gi_hcb(tiagi,h) —61" .
D’ou :
Oit1 < 0; + h|®(ti, i, h) — @(ti, iy )| + |ei] -
Si @ est lipschitzienne en sa deuxieéme variable de constante de lipschitz L :
fir1 < (1 + Eh)&l + ‘51‘ .

Une petite amélioration du Lemme de Gronwall discret nous donne :

0;1 < exp(L( h)8o + Z exp(L )h)lex] -

En majorant exp(f/(i +1)h) et exp(L(i — k)h) par exp(LT), on a le résultat
avec S = Sy = exp(LT). O

3.3.4 Ordre d’un schéma

La question que 'on se pose ici est la suivante : peut-on avoir une
meilleure précision que dans le cas de la méthode d’Euler en choisissant
bien la méthode & un pas et comment faut-il la choisir ?

Définition 3.3. On dit qu’une méthode a un pas est d’ordre p > 1 si, pour
toute solution de ’EDQ, il existe une constante C' > 0 telle que :

leil = ly(tivr) — y(ti) — h®(ts, y(t:), h)| < ChPT .

Pourquoi le “p 4+ 1”7 dans 'ordre p? Deux raisons concourantes :

1. ‘M — D(t;,y(t;), h)| < ChP et la quantité considérée ap-

proche ’équation a 'ordre p.
N-1
2. % = Z ly(tiv1) — y(t;) — h®(t;, y(t;), h)] < ChP, donc ordre p =
=0

erreur en hP.

Cette derniere idée est justifiée par le résultat suivant dont la preuve est
immeédiate a partir du résultat de convergence :
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Corollaire 3.1. Si la méthode a un pas est d’ordre p > 1 et si |y(0)
y(t:)| < Che.

ChP alors max; lyi —

—yo.n| <

Nous donnons maintenant une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une méthode & un pas soit d’ordre p dans R.

Théoréme 3.9. On suppose que f est de classe CP et que, pour k < p,

k
les dérivé tielles ——
es dérivées partielles <7

existent et sont continues sur [0,T] x R x [0, H].

Alors la méthode a un pas est d’ordre p si, pour toust € [0,T], z€ R :

d(t, 2,0)

0P
o —(t,2,0)

8k

oI (t,2,0)

Dans ce cas :

1

- f(tv Z)

= 5/2)

= Lf[k] <t7 Z),

E<p_1.
k+ 1 =P

P d

0
el = 1% (o PP = G (e, 0) ) + o)

1!

Preuve : Comme f est de classe C?, y est de classe CP11 et y®)(¢) =
FR=1(t, y(t)) (voir la partie de cours relative & la régularité des solutions).
Par la formule de Taylor, on a :

y(tiv1) —yti) =

et :
(i, y(ts), h) =

Il en résulte que :

o A 1
hd(ti, y(ti),h) = gk (i U(t); 0) + o(R7T)
k=0

p+1

hE 9l
= Z mw(% y(ti),0) + o(APT)
k=1 )
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et :

P 1 61971(1) hk
g = Z [kf[k—l] (ti,y(ti)) — W(ti,y(ti),O) W +O(hPtY) |
k=1

Sous les hypotheses du théoreme, tous les termes entre crochets sont nuls et
le résultat est acquis.

On peut le préciser avec la formule de Taylor avec reste intégral, ce qui
donne la deuxieme partie du théoréeme. O

3.3.5 Exemples

On va chercher la meilleure fonction ®, c’est-a-dire celle qui donne le
meilleur ordre de convergence, parmi celles qui sont de la forme :

(D(ta 2, h) = alf(ta Z) + a?f(t +p1h7 z +p2hf(t7 Z)) )

ou a1, asz,p1,p2 sont des parametres a fixer “au mieux”.
On a une méthode consistante d’ordre 1 si :

O(t,2,0) = f(t,2),

donc si :
arf(t,z) + a2 f(t,2) = f(t,2) ,

d’ou la premiere condition a; + ag = 1.
Pour avoir de 'ordre 2, il faut que :

oP of of

G20 = 572 = 5 (G2 + )50

Or :

0P 0
—(t,z,h) = agpl—f(t—i—plh, z4+pahf(t, z))+azpaf(t, z)

of
oh ot (t+p1h, z+p2hf(t, 2)) .

dy
La deuxieme condition est donc aop; = agps = %

Par contre, on vérifie facilement (le faire!) que I'on ne peut pas aller plus
loin. En prenant, as = o comme parametre, on a une famille de méthodes a
un pas d’ordre 2 :

(L, 2,h) = (1 —a)f(t,2) +af(t+ o

h
ZCV’Z_'_ %f(th)) .

Ces méthodes sont connues sous le nom de :
— «a =1, méthode de la tangente améliorée,
— a = 1/2, méthode d’Euler modifiée,
— a =1, méthode de Heun.
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3.4 Quelques élément sur les méthodes de Runge-
Kutta

Ces méthodes sont les plus utilisées : elles sont rentrées “en standard”
dans la plupart des logiciels. Comment marchent-elles ?
On repart de I’idée fondamentale qui consiste a écrire :

y(tiv1) = y(ti) + /t " f(s,y(s))ds .

Nous avons vu dans la deuxieme partie que pour calculer une intégrale, on
utilise une formule de quadrature :

1 q
/ b(s)ds = S bcs)
0 =

olt ¢ < ¢1 < -+ < ¢g, ce qui, en prenant ¢(s) = f(t; + sh, y(t; + sh)), nous

donne :
q

y(tiv1) ~ y(ti) + hz b f(tig,y(tiz))

J=0

ou t; j = t; + c¢jh. Ceci suggere une méthode que 'on peut écrire :

q
virr = yi +h Y bikij
=0

ou k; ; est une approximation de f(t;;,y(ti;))
Le probleme, c’est qu’il faut encore calculer des approximations y; ; des
y(t; ;) pour avoir celle de k; ; et ceci est fait via :

q
Yij =vi+h Z aikf ik, y(tik)) -
7=0

Cette procédure a l'air d’induire des équations non-linéaires couplées diffi-
ciles a résoudre et pour que ce ne soit pas le cas, on suppose que les y; ; ne
dépendent que des points déja calculés, c’est-a-dire des y; ; pour £ < j. On

a donc :
j—1

Yig =vi+h Y ainf(tiey(tir)) ,
=0

et les y; ;, ainsi que les k; ;, sont calculés de proche en proche.
On résume souvent une méthode de Runge-Kutta grace a un tableau de
la forme :
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Ci|aiyl -+ Qg
Cq | Qg1 """ GQqgq
by - b

Exemples :
e ¢ =1 : C’est la méthode d’Euler basée sur la méthode des rectangles.

e ¢ = 2 C’est I'exemple de la section précédente, basée sur la méthode des

trapezes, avec le tableau :

NB: 3= (2a)7 L.

e ¢ = 4 : la méthode de Runge-Kutta “classique” (la plus utilisée) basée

sur la formule de Simpson :

0l0o 0 0 0
1/211/2 0 0 0
12/ 0 1/2 0 0
10 0 1 0
1/6 2/6 2/6 1/6

La méthode s’écrit aussi :

1
<I>(t, Y, h) = 6 [kl + 2ko + 2ks + k4]

avec
kn = f(t,y)
ky = f(t+g,y+gk1)
ks = f(t+g,y+gk2)

k?4 = f(t+ h,y+ hkﬁg)

La méthode est d’ordre 4 mais il vaut mieux avoir Maple pour le vérifier !
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3.5 Exercices

1) On considere les trois méthodes de résolution de y/(t) = f(¢t, f(t)) :

Euler Yn+1 = Yn + hnf(tn, Un)
Euler Rétrograde Ynt+1 = Yn + bnf(tnt1, Ynt1)

Yn+1/2 = Yn + (hn/Z)f(tna yn)
Point Milieu Pn = f(tn + hn/Qv yn+1/2)

Yn+1 = Yn + hnpn

a. Expliquer géométriquement a quoi correspondent ces 3 méthodes.
Pourquoi la méthode d’Euler rétrograde est-elle aussi appelée méthode
d’Fuler implicite 7

b. Appliquer les trois méthodes & I'équation 3/ (t) = y(¢), y(0) =1 et
donner pour chacune 'expression de ¥, en fonction de n en suppo-
sant le pas h constant.

c. Essayer de deviner 'ordre de chaque méthode.

2) On considere I’équation y/(t) = y3(t), y(0) = 1.

Déterminer explicitement la solution y ; que pensez-vous de la suite y,,

correspondante a la méthode d’Euler ?

3) On considere I’équation différentielle suivante :

(E1) y'(t) = 150y(t) — 30, y(0) = 1/5.

a. Déterminer explicitement la solution de (Fj). Quel comportement
obtient-on si on remplace la condition initiale par y(0) = 1/5 + ¢
(représentant l'erreur d’arrondi dans le calcul de la donnée initiale) ?

b. On s’intéresse maintenant & I’équation

(E») y/(£) = —150y(t) + 30, y(0) = 1/5.

Reprendre les mémes questions qu’au a. pour (Es).

c. On applique la méthode d’Euler a I’équation (E2); donner une ex-
pression explicite de y,. A quelle condition y,, est-elle une “bonne”
approximation de la solution y 7

d. Méme questions avec la méthode d’Euler rétrograde (ou implicite).

4) On veut justifier que la méthode du point milieu est d’ordre 2. Pour
cela on calcule l'erreur de consistance

en = 2(tnt1) = Ynt1,

ou z est la solution exacte sur [t,, t,+1] de y’ = f(t,y) avec z(t,) = yn.
a. Montrer que e, s'écrit e, = ¢, + €|, avec

en = 2(tnt1) — 2(tn) — hn2' (tn + by /2),
S = b ( Fltn + T2, 2t + 10/2)) = F(bn + F/ 2, in /2)>.
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3

h
b. Montrer que &, = = + o(h3) puis calculer de facon analogue ¢/, et

24

conclure.

5) On considere ’équation différentielle :

y'(t)=fty®)  y(0)=yo,

ot f:R xR — R est une fonction de classe C? et yy € R. On suppose
qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour tout t e Ret y € R :

Tewizc.

a. Rappelez tres brievement pourquoi cette condition implique I'exis-
tence et l'unicité de la solution y(-) de ’équation différentielle qui
est définie sur [0, +ool.

b. Pour résoudre numériquement cette équation différentielle, on considere
une famille de méthodes a un pas définie de la maniere suivante :

pour n € N, t, = nh ou h est le pas de temps; on considere
des approximation y, de y(t,) que l'on calcule par la formule de
récurrence :

Yntl = Yn + h¢(tn7 Yn, h) s

ou ¢ est une fonction de la forme :

Cb(t, 2, h) = alf(ta Z) =+ a?f(t +p1h7 < +p2hf(t> Z)) )

avec ay,az,p1,p2 € R.

b. Donner des conditions sur les parameétres ai,as,pi,ps pour que
cette méthode soit stable et consistante.

c. En déduire pour quelles valeurs de aq, as, p1, p2, cette méthode est
convergente.

d. Donner des conditions sur les parametres ai,as,pi,p2 pour que
cette méthode soit d’ordre 2.

e. En déduire la forme générale des fonctions ¢ (définies comme ci-
dessus) qui donnent une méthode d’ordre 2. (On pourra montrer
qu’il s’agit d’une famille & un parametre et utiliser par exemple le
parametre oo = ay.)

6) Vérifier que parmi les méthodes de Runge-Kutta & deux points in-
termédiaires, les seules méthodes d’ordre 2 sont celles du type :

0 0

S~ oo
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7) On considere la méthode de Runge-Kutta associée au tableau suivant :

olololo
111
EEALAL
313(3/0
TTITT
31313

a. Décrire cette méthode (on donnera la récurrence qui permet de cal-
culer y, 1 en fonction de y, et des points intermédiaires (¢, i, Yn,i),
i=1.3).

b. A quelles méthodes d’intégration correspondent les différentes lignes ?

c. Donner I'ordre de la méthode obtenue.



