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Chapitre IV

Résolution de systémes linéaires
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Soient A € M,(IK) une matrice inversible et b € K".

Résoudre

Ax = b

Le calcul de la matrice inverse A™! revient a résoudre n systémes linéaires.

& Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

o Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement
inversible
Ax =b <= MAx = Mb.

e Meéthodes itératives : On cherche B et ¢,
xk+t = BxlK 4 ¢ k>0, xI% donneé

en espérant limy_, o x4 = x.
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Systéme diagonal
Soit A € M, (IK) diagonale inversible et b € IK".

Xj = b,‘/A,',,', Vie ﬂl,n]]. (1)

Algorithme 1 Fonction RSLMATD1AG permettant de résoudre le systéme
linéaire a matrice diagonale inversible

Ax = b.
Données : A : matrice diagonale de M,(R) inversible.
b : vecteur de R".
Résultat : x : vecteur de R".

1. Fonction x «— RSLMarDiac (A,b)
2:  Pour i < 1 a n faire

3: x(f) < b(i)/A(i, 1)

4:  Fin Pour

5. Fin Fonction
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A; ; = 0 si i <)

Aip 0 ... 0 X1 by
b — | ]

: 0 : :

An71 Ann Xn bn

A inversible <
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A; ; = 0 si i <)

Aip 0 ... 0 X1 by
b — | ]

: 0 : :

An71 Ann Xn bn

A inversible < A;; # 0,Vi € [1, n]
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A; ; = 0 si i <)

Aip 0 ... 0 X1 by
b — | ]

: 0 : :

An71 Ann Xn bn

A inversible < A;; # 0,Vi € [1, n]

Soit j € ﬂl,n], (AX), = b,'7 — Z A,'JXj = b;.

j=1
i—1 n i—1
b; = Z A,'JXJ' + A,',,'X,' + 2 A,',j Xj = Z A,'JXj + A,',,'X,'
j=1 J=i+l Y j=1

0

X; =

1
Aii

i—1
(b,’ — Z A,‘JXj) s Vie [[1, n]].
Jj=1

Méthodes directes Matrices particuliéres 2017/09/21 7 / 103

(2)



1 i—1 )
= b;—glAi,ij , Vi€ [1,n].

Algorithme 2 Algorithme 2

1 Résoudre Ax = b en calculant 1: Pour i < 1 3 n faire
: . i—1
successivement Xy, X2, ..., Xp. \ 1
e N T e b (- Sy
I -1
. J
3: Fin Pour
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1 i—1 )
X":r b,-—ZA,"ij , Vie[1,n].
iy j=1

Algorithme 2 Algorithme 2

1: Pour i < 1 & n faire 1: Pour i < 1 a n faire

1 i-1
2: X bi — ) Aijxj
| Al’i < 1 ; 1,7

3. Fin Pour

i—1
S« DA
=

— (bi = S)/Aii

4: Fin Pour
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1 i—1 .
X,'ZI b;*ZA,"ij s VIE[[I,H]].
1,1 j:1

Algorithme 2

Algorithme 2

1: Pour i < 1 & n faire

i—1
2: S — Z Ai X
j=1
3: Xj < (b, — S)/A,',’,'
4: Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

S0

Pour j < 1 a/—1 faire
S < S+ A(i,j) * x())

Fin Pour

Méthodes directes

6: X< (bj—S)/Ai;
7: Fin Pour
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i—1

1 .
X = Aiu b, _JZIAI,JXJ ) Vie [[17’7]]'

Algorithme 2 Fonction RSLTRIINF permettant de résoudre le systéme
linéaire triangulaire inférieur inversible

Ax = b.
Données : A : matrice triangulaire de M ,(IK) inférieure inversible.
b : vecteur de K".
Résultat : x : vecteur de K".

1: Fonction x — RSLTriINF (A, b)
2 Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j < 13/ —1 faire
5: S — S+ A(,)) *x(j)
6: Fin Pour

7 x(i) «— (b(i) = S)/A(i, i)
8 Fin Pour

9: Fin Fonction
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Systéme triangulaire supérieur

Soit A € M,(IK) triangulaire supérieure inversible (A;j = 0 si i > j)

A]_’]_ e . e Al,n X1 b]_
N e
0 0 Ann Xn bn

{3 Exercice

Ecrire la fonction RSLTRISUP  permettant de résoudre le systéme
triangulaire supérieure Ax = b.
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Lemme 1.1: 43

Soit (i,j) € [1,n]2. On note P¥¥! € M, (R) la matrice identitée dont on a
permuté les lignes i et j. Alors la matrice PL”J] est symétrique et orthogonale.
Pour toute matrice A € M,(K),

Q la matrice PL”J]A est matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

@ la matrice APL'”] est matrice A dont on a permuté les colonnes / et j,

Lemme 1.2: 43

Soit A € M,(C) avec A1 # 0. Il existe une matrice E € M,(C) triangulaire
inférieure 3 diagonale unité telle que

EAe1 = A1’161 (3)

ol e; est le premier vecteur de la base canonique de C".
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Théoréme 2: 534’;5 Aghokake ¢

Soit A € M,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice trian-
gulaire supérieure T telles que

A = UTU* (4)
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Algorithme de Gauss-Jordan

Ax=b — Ux=F
ot U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :
e L; < L; permutation lignes i et j
e L; < L; + aLj combinaison linéaire
A I'aide d’'opérations élémentaires, on va transformer successivement en
n — 1 étapes le systéme. A ['étape j, on va s’arranger pour annuler les

termes sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier les j — 1
premiéres colonnes.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan 2017/09/21 14 / 103



Etape J
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Algorithme 3 Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de
Ax = b

1: Pour j < 1a n—1 faire

2:  Rechercher l'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [[j, n]))

3:  Permuter les lignes j (£;) et k (L) du systéme si besoin.

4:  Pour i< j+1a nfaire

5: Eliminer en effectuant £; «— £; — %E,j

6: Fin Pour "

7: Fin Pour

8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remon-
tée.
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Algorithme 4 Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de
Ax=b

Données : A : matrice de M,(IK) inversible.
b . vecteur de K".
Résultat : x : vecteur de R".
1. Fonction x — RSLGauss (A,b)
2: Pour j < 1an—1 faire
3 k «— [ CuErRCHEINDPIVOT |(A, j) > a écrire
4 [A, b] — | PERMLIGNESSYS |(A, b, J, k) o> a écrire
5: Pour i < j+ 1 a n faire
6 [A7 b] (_(A7 b7j7 B _A(i7j)/A(jvj)) B a écrire
7 Fin Pour
8:  Fin Pour
9:  x < RSLTrISupr(A, b) > déja écrite

10: Fin Fonction
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Algorithme 5 Recherche d'un pivot pour |'algorithme
de Gauss-Jordan.

Données : A matrice de M, ().
Jj ¢ entier,1<j<n.
Résultat : &k entier, indice ligne pivot

1: Fonction k « CuercueINDPIvOT (A,j)

20k« j, pivot < |A(j, /)|

3:  Pour i« j+1a n faire
4 Si |A(i,j)| > pivot alors
5: k—i

6: pivot — [A(i,))]

7 Fin Si

8 Fin Pour

9: Fin Fonction

Algorithme 6 Permutte deux lignes d’une matrice et
d'un vecteur.
Données : A matrice de M, (KK).

b : vecteur de K".

J.k : entiers, 1 <j, k<n.
Résultat : A et b modifiés.

1: Fonction [A,b] — PeruvLicNesSys (A, b, j, k
)

2:  Pour | — 12 n faire

3 t— A1)

4 AG, 1) < Ak, 1)

5: Ak, l) <t

6:  Fin Pour

7.t < b(j), b(j) < b(k), b(k) < t

8: Fin Fonction

Algorithme 7 Combinaison linéaire £; < L; + aL; appliqué

4 une matrice et 3 un vecteur.

Données : A

matrice de M, (IK).

b 1 vecteur de K".
Jii : entiers, 1 < j,i<n.
alpha scalaire de K

Résultat : A et b modifiés.

1: Fonction [A,b] « CoumsLicNEsSys ((Ab,j i a)

Pour k < 1 a n faire

A(i, k) — A(i k) + o= A, k)

b(i) — b(i) + ab(j)

2
3
4:  Fin Pour
5
6: Fin Fonction

Méthodes directes

Méthode de Gauss-Jordan
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43’ Exercice: Méthode de Gauss, écriture algébrique 43
Soit A € M,(C) inversible.
Q.1

Montrer qu'il existe une matrice G € Mp(C) telle que | det(G)| = 1 et GAe; = aey
avec o # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C".

Q.2
@ Montrer par récurrence sur |'ordre des matrices que pour toute matrice
A, € M,(C) inversible, il existe une matrice S, € M,(C) telle que |det S,| =1
et SpA, = U, avec U,, matrice triangulaire supérieure inversible.
@ Soit be C". En supposant connue la décompostion précédente S,A, = U,
expliquer comment résoudre le systéme A,x = b.

Q.3

Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les Lemmes 1.1 et 1.2.
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On a donc démontré le théoréme suivant

Théoréme 3

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une
matrice inversible G telle que GA soit triangulaire supérieure.
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{3 Exercice: Factorisation LU J:}

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre
i, notées A;, i € [1, n] (voir Definition B.46, page 176) sont inversibles.
Montrer qu'il existe des matrices EIKl € M,(C), k € [1,n — 1], trian-
gulaires inférieures a diagonale unité telles que la matrice U définie

par
U =El-1.. gltla

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A; /(U1 x -+ x Uj_1i—1),
Vie[1,n].
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Théoréme 4: Factorisation LU YRR Ak eie

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont
inversibles alors il existe une unique matrice L € M,(C) triangu-
laire inférieure (lower triangular en anglais) & diagonale unité et une
unique matrice U € M, (C) triangulaire supérieure (upper triangular
en anglais) inversible telles ques

A=LU.

preuve :
o Existence : exercice précédant U = E[l"—11... E[llA
L (E[H] . E[1]>‘1
e Unicité : A=L,U; = L,Us ...
Méthodes directes Factorisation LU



Corollaire 4.1: Aghoke o' ¢

Si A € Mp(C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle
admet une unique factorisation LU.

preuve : A hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont définies positives et donc inversibles.
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Remarque 4.2

Si la matrice A € M,(C) est inversible mais que ses sous-matrices
principales ne sont pas toutes inversibles, il est possible par des
permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener 3 une
matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

Théoréme 5: Factorisation LU avec permutations MAgkokake ¢

Soit A € M,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, pro-
duit de matrices de permutation, une matrice L € M,(C) triangulaire
inférieure 3 diagonale unité et une matrice U € M,(C) triangulaire
supérieure telles ques

PA = LU. (5)
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Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b < LUx=0b (6)

est équivalent a

Méthodes directes Factorisation LU 2017/09/21 26 / 103



Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M, (IK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b < LUx=b (6)

est équivalent a

Trouver x € IK" solution de

avec y € K" solution de

Méthodes directes Factorisation LU 2017/09/21 26 / 103



Algorithme de résolution de systémes linéaire par LU

Algorithme 8 Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une fac-
torisation LU, le systéme linéaire

Ax = b
ou A une matrice de Mp(R) définie positive et b € R".
Données : A : matrice de M,(RR) dont les sous-matrices
principales sont inversibles définie positive,
b : vecteur de R".
Résultat : x : vecteur de R".
1. Fonction x «— RSLFactLU (A/b)
2:  [L,U] < FacTLU(A) > Factorisation LU
3: ¥y < RSLTRIINF(L, b) = Résolution du systéme Ly = b
4. x < RSLTrISur(U,y) = Résolution du systéme Ux = y
5. Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction FAcTLU
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Soit A € M, (IK) admettant une factorisation LU.

1 0 .. S 0 Urx Uia ... o Uin
Arr A o Ars Ly 10 .. offl o W .. .. U
Ayt Arp ... Ay ) ) ) )
. . . = Lzn Lz - B : 0 0 Uss
Ani Anz oo Ana S
L, Lnp Lpp-1 1 0 0 0 U

On connait A, on cherche L et U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

1 0 ... ... 0\ U1 Uo ... ... Un
Aip Az ... Aig Ly 1 0 ... 0 0 U ... ... Usp
A1 Ap ... Aon .
. . . . =|L31 L3 : 0 0 ,
Ant Anz .. Ann : : - 0
Loy Lp2 ... Lpp— 0 0 0 !

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

Méthodes directes Factorisation LU 2017/09/21 28 / 103



Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

, 10 .. o O\ [Uix Us ... ... Uin
Ap Az A Ly 1 0 .0 0 Uop .. .. Uy,
Aot Ao ... Agp ) . ) . ) .
. . . =1L Lo I 0 0
Ani Anz ... Ann :
Lp1 Lpo L 1 1 0 0 L

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

10 ... oo\ [y Uia .. ... Upn
Ar Az e Aug Ly 10 ... oll 0 G ... ... Uwm
Ao Ara ... Aag ) ) ) ) )
. ) ) D=L Ls - L 0 0 :
i Anz o Ana P
L Lno Lppo1 1 0 0
e Etape 1:
» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U

e Etape 2:
» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

) 10 ... 0\ [Uis Ui Un
Ay Arp e Al Ly 1 0 ... 0 0 U ... .. Uan
Ao1 Az 2
. =|Ll31 L3p 0 0
1 An2 Ann ;
L Lna 0 0

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U

e Etape 2:

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la
deuxiéme colonne de L car on connait la premiére colonne de L
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

) 1 ) U1 2 Uin
Air Arp AL Ly 0 Ups ... vy
21 Ao Arn
i =t L3 0 0 Uss
\ , Ann 0 : .
L Lno Lpp-1 1 0 0 0 Unn

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U

e Etape 2:

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la
deuxiéme colonne de L car on connait la premiére colonne de L
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Soit A € M, (IK) admettant une factorisation LU.

10 .. . 0\ /Uy U Urn
Avp Arg o Arg i 1 0 ... ofl 0o U Usn
A1 Ao . Agp . . . .
o =y s o o 0 Uss :
Ani Anz oo Ana ] | S

Lot Loz v Lom1 1JN O 0 .. 0 Unn

e Etape i:
On connait les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1 premiéres
lignes de U.
Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne / de U?
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Par récurrence, en supposant les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1
premiéres lignes de U.

e 0 0| 0 0 o o . . .
. 0
A . e o 0 0 0 0 e ) .
N . e|L;; O 0 0 - 00U e .
° : 0
0 : .
. o | o o Lpn 0 0] 0 0 Unn
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Par récurrence, en supposant les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1
premiéres lignes de U.

e 0 0] 0 0 o o o| o .
L] 0
A= : : : L(,i,- 0 g 1 g : 5 U.,, . : [
. 0
0 L]
. ol o o Lnn 0 0] 0 0 Unn
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— Connus
e 0 -~ 0 0 0 * o o e °
. ; 0 ; -1
® .- ° 0 0 0 °
A= 0 - 0 || ¢ 0 - o e
.

0 .

o . [ . Lnn 0 0 Un.n
Connvs

Par récurrence, on suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de L et les
i — 1 premiéres lignes de U.
Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
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< — Connus
. 0 Oi 0 0 . L] o e . Y
] ]
. : i 0 i 4:-1
Ao . . o! 0 .- 0 ,,Q 7777777 0 .'7: 7777777 o
B |' 'E(Lii\) 0 0 | 0 OEUM . .
i ) i 0
| |
i 0 ! .
o el o L J\O 0! 0 0 U,
Connvs L,.=4 .
Wy u-)

> ligae o de UL conaue
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 S— Connus
e 0 --- 00 0 o o . . .
. 0 i-l
A |l . 0 0 . 0 e o - ST N
"l o[(Li)y 0 0 ][]0 - 00U, o .
o| . o
0 : .
o o o elief oo e Ly, f\O - 0;0 0 Unn
Connvs oot

> |igna 2 de L connve

[ o
On peot calcder l-gna Lde

On cherche U;; Vj € [i, n].

connus :1 0

n i—1 i+1
o —
:Z IkUk,J ELIkUk,J+ LII I Z Ik Uk,J
k=1 k=1 k=1
i—1

Uf,j = AI,J — 2 L,"kUk’j, VJ € [I’ n]]‘
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< > Connus
e« 0 - 00 - 0 -« e .
! i
. i 0 :i : : L‘-I
Ao . . o: 0 .- 0 ”Q 77777777 0 .. oo o
e o[ Ly 0 o J|| O 00 e <]
L o
! !
: 0 | .
o o efe e L, )\ 0 0il0 0 U
Connvs

w

On connail” la oolonn(' cde U
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«— Connus
e« 0 - 0lO] v -t 0 e o o'l e | ... ... Py
¢ : (_) -1
. o o0 -t .- 0 0 0 e'| e | -t .n .
A=l NHIA T 00T e 1
0 .
o o .. ol o L,. 0 - .- O:L 0 Unn
Coanvs .
v .
On Pg,/t culcder la (a{onn(, (de L & On comail lo coloane < de U
On cherche L;; Vje [i+1,n], (Lij=1)
\ i1 connus connu =0
=e2 JkUkI_Z kUkl+le Uii +Z j ke Uk:
i—1
Lii=|Ai— Z LixUki) /Ui, Yjel[i+1,n].
k=1

Méthodes directes

Factorisation LU 2017/09/21 30 / 103



Algorithme 9 Algorithme 9
1 | Calculer les matrices L et U }\

: Pour i < 1 a n faire

Calculer la ligne i de U.
Calculer la colonne 7 de L.
- Fin Pour

A w N =
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Algorithme 9 Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i < 1 a n faire
2 Calculer la ligne i de U.

3 Calculer la colonne i de L.
4. Fin Pour

a .
Pour j < 1ai—1 faire
U(i,j) <0

Fin Pour

Pour j < i a n faire
i1
Uij < Aij= > LixUsj
. k=1
Fin Pour

Pour j — 1 ai—1 faire
Lji <0
10:| Fin Pour
11: L,",' —1

\X2< Pour j — i+ 1 a n faire

i—1
13: Lj,,' «— % (Aj,,' — Z Lj,kUk,i>
' k=1
14:| Fin Pour

.
15. Fin Pour

© N c\‘m»wm
Y
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Algorithme 9

Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire
2. Pourj<« 1ai—1 faire
3 U(i,j) <0

4. Fin Pour

5. Pour j < i a n faire

i—1
6: Uij < Aij— Z Lk Uk
k=1

7. Fin Pour
8 Pourj<—1ai—1faire

9: Lj‘,' 0
10:  Fin Pour
11 L1

12:  Pour j — i+ 1a n faire

2
3
4:
5:

i—1 .

. .

13: Lii— g5 (Aj,f - Lj,kUk,i) ~ 13
k=1

14 Fin Pour
15: Fin Pour

Méthodes directes

1: Pour i < 1 a n faire

1
15: Lj,i «— ini (Aj,l' — 52) B
16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Pour j — 1ai—1 faire
U(i,j) <0

Fin Pour

Pour j < i a n faire

i-1

Sy Z Li kU
k=1

Uij < Aij— S

Fin Pour

Pour j — 1 a /-1 faire
Lj,i —0

Fin Pour

Lij—1

Pour j — i+ 1 a n faire

i1
Sy — Z L kUi
k=1
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Algorithme 9

Algorithme 9

1. Pour i < 1 a n faire
2: Pourj<« 1ai-1faire
3 U(i,j) <0

4:  Fin Pour

5. Pour j < ia n faire
i1

6: S; «— Z L,:kUk‘j —\
k=1

7 U,'J' «— A,'J -5
8 Fin Pour
9:  Pourj<« 1ai-1faire

10: Ljj <0
11:  Fin Pour
12: Lii—1
13:  Pour j < i+ 1 a n faire
i-1
14: Sy ) LisUs
k=1
1
15: Lj‘,‘ “«— Ui,i (Aj,i - 52) .

16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Méthodes directes

1. Pour i < 1 a n faire
2. Pourj<« 1ai-1faire
3 U(i,j) <0

4 Fin Pour

5 Pour j < i a n faire

6 51 ~—0

7 Pour k — 1 ai—1 faire
g S1 S+ Lig# Urj

9 Fin Pour

10 Uij — Aij—S1

11 Fin Pour
12. Pour j < 1ai—1 faire

13 Lj;j<0
14;  Fin Pour
15 Lij—1

16:  Pour j < i+ 1 a n faire

17 S0

18 Pour k <— 1 ai—1 faire
19: S — S+ Lj,k # Ugi
20! Fin Pour

1
21 Lji < U (Aji—%2).
22 Fin Pour
23 Fin Pour

Factorisation LU
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Algorithme 9 Fonction FACTLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de
factorisation LU associée a la matrice A, telle que

A=LU
Données : A : matrice de M,(IK) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M,(K) triangulaire inférieure
avec Ljj =1, Vie[1,n]
U : matrice de M,(K) triangulaire supérieure.

1: Fonction [L,U] « FactLU (A)

22 U<0, > O, matrice nulle n x n
33 L<1, > |, matrice identitée n x n
4. Pour i< 1a nfaire

5; Pour j — i a n faire = Calcul de la ligne i de U
6: S <0

7 Pour k — 1 a i—1 faire

8: 51<—51+L(I.k)*U(k,j)

o Fin Pour

10: U(i,j) < A(i,j) — S

11: Fin Pour

12: Pour j — i+ 1 a n faire = Calcul de la colonne i de L
13: 52 —0

14: Pour k — 1 aj—1 faire

15: Sy — S+ L(j, k) = U(k,i)

16: Fin Pour

1. LG, 1) < (Aji — $3) /UG, ).

18: Fin Pour

19:  Fin Pour
20: Fin Fonction
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Soit A € M,(C) hermitienne inversible admettant une factorisation LU.
On pose
D = diagU et R = D™U.

R est alors triangulaire supérieure a diagonale unité. On a alors
A =LU=LDD'U = LDR.

A hermitienne A* = A = A =R*(D*L*) = L(DR)

Par unicité de la factorisation LU :

R*=LetD*L*=DR = R*=LetD*=D
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Théoréme 6: Factorisation LDL* YReke & & ¢

Soit A € M,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une
factorisation LU. Alors A s'écrit sous la forme

A = LDL* (9)

ou D = diag U est une matrice a coefficients réels.

Corollaire 6.1: &% JAgke o o ¢

Une matrice A € M,(C) admet une factorisation LDL* avec L €
M,(C) matrice triangulaire inférieure & diagonale unité et D € M,(R)
matrice diagonale a coeffcients diagonaux strictement positifs si et
seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.
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¥ Definition

Une factorisation réguliére de Cholesky d'une matrice A € M,(C)
est une factorisation A = BB* ou B est une matrice triangulaire in-
férieure inversible.

Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d'une
factorisation positive de Cholesky.

Théoréme: Factorisation de Cholesky % Aakakake ¢

La matrice A € M,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky
si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive. Dans
ce cas, elle admet une unique factorisation positive.
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b€ C". On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x =b)

est équivalent a

Méthodes directes Factorisation de Cholesky 2017/09/21 38 / 103



Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b€ C". On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x =b)

est équivalent a

Trouver x € C" solution de

B*x =y (11)

avec y € C" solution de
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par Cholesky

Algorithme 10 Fonction RSLCHOLESKY permettant de résoudre, par une
factorisation de Cholesky positive, le systéme linéaire

Ax = b
ou A une matrice hermitienne de M,(C) définie positive et b e C".

Données : A : matrice de M,(C) symétrique définie positive,
b : vecteur de C".

Résultat : x : vecteur de C".
1: Fonction x < RSLCnoLEsky (A, b))
2: B« CuoLesky(A) > Factorisation positive de Cholesky
3: y < RSLTrIINF(B, b) > Résolution du systéme By = b
4. U« MaTADJOINTE(B) > Calcul de la matrice adjointe de B
5. x < RSLTRISupr(U,y) = Résolution du systéme B*x =y
6: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction CHOLESKY
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 0 Bi1 ... ... Bpa
A1l ... Aln . . . .
. B : e 0
Apl ... Apn : 0 ) )
Bpl ... ... Bpng 0 ... 0 Bnn
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 0 Bi1 ... ... Bpa
A1l ... Aln
B 0
Ap1 ... Apn ) 0 ) )
Bp1 ... ... Bnpn 0 ... 0 Bann

) )

o Calcul de By 1 (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 0 Bi1 ... ... Bpa
A1l ... Aln
_ 0
Ap1 ... Apn : ’ 0 ) )
Bpi ... ... Bpn 0 ... 0 Bann

) ) )

o Calcul de By 1 (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.

e Puis calcul de B> (la 2éme ligne de B est donc déterminée)
— calcul 2éme colonne de B.

e Etc...
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Soit / € [[1, n]. On suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de B.
Peut-on calculer |la colonne i de B?

n n
A=BB* = A;;= Z Bk (D%)k,i = Z BikBik
k=1 k=1
Or B triangulaire inférieure (i.e. B;j = 0sij > i)
i—1
Aji = D Bkl + (Bl
k=1

et donc
12

2

i—1
Bjj=|Aji— Z B
=
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Il reste a déterminer Bj;, Vj e [i+1,n].

n n
i = 2 Bj,k(B*)k,i = 2 Bj,k?,ka VJ € [[I + 1, n]]
k=1

k=1
Comme L est triangulaire inférieure on obtient
i—1

1
= ) BjuBik = Y, BjkBik +BjiBij, Vjie[i+1,n]
k=1

Or Bj; > 0 connu et les i — 1 premiéres colonnes de B aussi.

; Aji— ZBJkBIk ,Vje[[i—i—l,n]]

0, Vje[l,i— 1].

&
[l

g_v
[l
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Algorithme 11 | Rg

Algorithme 11 | R,

1. | Calculer la matrice B }\

Méthodes directes

NS

1: Pour i < 1 a n faire

2:  Calculer B; , connaissant les i —
1 premiéres colonnes de B.

3:  Calculer la i*™¢ colonne de B.

4. Fin Pour
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Algorithme 11

Algorithme 11

1:

2:

Pour i < 1 a n faire

Calculer B;;, connaissant les

i — 1 premiéres colonnes de B.

Calculer la i*™® colonne de B.

Fm Pour

Méthodes directes

1: Pour i < 1 a n faire

I < B A=Y [BiyP

Pour j — 1 ai—1 faire
4: Bji < 0
:| Fin Pour
\)6< Pourj<—i+1énfaire

T: Bji« — | Aji —

@

Fin Pour

.
9: Fin Pour

1/2

Z Bj, kBlk

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

N

i-1 1/2
2
Bij— | Ani = D] IBi]
j=1

Pour j < 1a/—1 faire
Bji < 0

Fin Pour

Pour j — i+ 1 a n faire

Q9 hw

1: Pour i < 1 a n faire

1 i—1
7 e — A= ) BBk -
Bii k=1 _\

4. Pourj<—1ai-—1faire
5: Bji< 0
6 Fin Pour
7. Pour j < i+1a nfaire

8. Fin Pour
9. Fin Pour

Méthodes directes

i—1
\&) Sy «— Z Bj Bk
k=1
9 Bjj— — (Aji — 52).
Bji

10:  Fin Pour
11: Fin Pour

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i—1
2: 51 “«— Z ‘B[JF
j=1
1/2
3t Bji < (Aji —51) /
4: Pourj<—1ai—1faire
5: Bji < 0
6:  Fin Pour
7. Pourj < i+ 1a nfaire
i-1
8: So — Z Bj kBi k
k=1
1
9 B~ — (A~ 52).
Bi i
10:  Fin Pour
11: Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

510

Pour j — 1 a/—1 faire
S1 < S5+ ‘B,‘J‘Q

Fin Pour

B — (Arj — S1)*?

6
7. Pourj< 1lai-—1faire
8: Bji < 0
9:  Fin Pour
10 Pour j < i+1a n faire

11: 52 0

Pour k — 1ai—1 faire
So— S+ Bj kBik

14 Fin Pour

Méthodes directes

1
15: Bji «— — (Aj,i — 52) .
. Bji
16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11 Fonction CHOLESKY permettant de calculer la matrice B, dites matrice de
factorisation positive de Cholesky associée a la matrice A, telle que

A = BB*.
Données : A : matrice de M,(C) hermitienne définie positive.
Résultat : B : matrice de M,(C) triangulaire inférieure

avec B(i,i) >0, Vie [1,n]

1: Fonction B «— Crorrsky ((A)

2 Pour i «— 1 a n faire

3 S «0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S1 < S+ ‘B(Lj)lz

6 Fin Pour

7 B(i, i) < sQrr(A(i, i) — 51)

8 Pour j — 13 i—1 faire

9 B(j,i) <0
10: Fin Pour
11: Pour j — i+ 1 a n faire
12: S0
13: Pour k — 1 ai—1 faire
14: Sy «— S+ B(j, k) = B(i, k)
15: Fin Pour
16: B(j, i) « (A3, i) — S2)/B(i, ).
17: Fin Pour

18:  Fin Pour
19: Fin Fonction
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222 .
&’ Exercice

Proposer une méthode permettant de tester la fonction CHOLESKY .

o
Factorisation de Cholesky

=
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¥ Definition: Matrice élémentaire de Householder

Soit u € C" tel que |u|, = 1. On appelle matrice élémentaire de
Householder la matrice H(u) € M,(C) définie par

H(u) = | — 2uu™. (13)

Propriété: ey

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.
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Propriéteé: Y

Soient x € K" et u € K", ||u[, = 1. On note x| = proj, (x) L u,x)u
et x; =x —x|. On a alors

H(U)(XJ_ +XH):XJ_—X”. (14)
et
H(u)x = x, si (x,uy=0. (15)
Théoréme: 45
Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de C" avec |b|, = 1. Soit
a € C tel que |a| = ||al|, et argv = —arg{a,b) [r]. On a alors
—ab
H <ao‘> a=ab. (16)
la — abl,
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A Exercice: d‘:}

Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C" avec
Ibf, = 1.

Q.1

Ecrire la fonction algorithmique HOUSEHOLDER permettant de
retourner une matrice de Householder H et o € C tels que

H(u)a = ab. Le choix du « est fait par le paramétre § (0 ou 1) de
telle sorte que arg o« = — arg(<a, b)) + ém avec |a| = ||a||, .

Des fonctions comme poT(a, b) (produit scalaire de deux vecteurs),
NorM(a) (norme d’un vecteur), ArG(z) (argument d’un nombre
complexe), MATPROD(A, B) (produit de deux matrices),
CTRANSPOSE(A) (adjoint d’une matrice), ... pourront étre utilisées

Q.2

Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On
pourra utiliser la fonction VECRAND(n) retournant un vecteur aléatoire

de (""" |ag narties réellec ot imacinaires de rhariine de e
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Corollaire 6.2: @

Soit @ € C" avec a1 # 0 et 3j € [2, n] tel que a; # 0. Soient # = arg a;
et
a t [al, e’

la+[all, ee |

uy =

Alors
H(ut)a = F |af, e (17)

ou e désigne le premier vecteur de la base canonique de C".
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Théoréme 7: 53‘:} PAghofake ¢

Soit A € M,,(C) une matrice. Il existe une matrice unitaire Q € M,(C)
produit d’au plus n — 1 matrices de Householder et une matrice trian-
gulaire supérieure R € M,(C) telles que

A = QR. (18)

Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et I'on peut choisir Q de
telle sorte que les coefficients diagonaux de R soient positifs. De plus,
si A est inversible alors la factorisation est unique.
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#¥ Exercice: Algorithmique Y

Q.1

Ecrire une fonction FACTQR permettant de calculer la factorisation
QR d’une matrice A € M,(C).
On pourra utiliser la fonction HOUSEHOLDER (voir Exercice 49,

page 75).

Q.2

Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.
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¥ Definition
Une norme sur un espace vectoriel V est une application |[ef : V — R™
qui vérifie les propriétés suivantes

o |v|=0<=v =0,

o |av| =|a||v|, Yae K, Vve V,

o |u+v| <|ul| + v, V(u,v)e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On ap-
pelle espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d’une norme.
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Proposition

Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, I'application |e , définie

par
n 1p
Ivl, = <Z |Vi|p>
i=1

est une norme sur K”.

Normes usitées :

n n 1/2
2
Ivly =D Ml vl = (Z\w\ ) v vl = max fvil.
ie[1,n]

i=1 i=1 ’

Normes vectorielles et normes matricielles Normes vectorielles 2017/09/21 55 / 103



Lemme 8.1: Inégalité de Cauchy-Schwarz @

Vx,y € K"
|Gy < lxlz - (19)

Cette inégalité s'appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité
si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Lemme 8.2: Inégalité de Hélder £

Pourp>1et%+%=1,onaVu,ve]K”

n @ /p /s p 1/q
Z\ww\é(Z!w\p) (ZM") = [ul, [vi, - (20)

i=1 i=1 i=1

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Holder.
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' Definition 8.3

/ L A o
Deux normes ||o| et o], définies sur un méme espace vectoriel V,
sont équivalentes s'il exite deux constantes C et C’ telles que

HVH/ < Clv| et |v]|< HVH/ pour tout v € V. (21)

Proposition

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équiv-
alentes.
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¥ Definition 8.4
Une norme matricielle sur M, (IK) est une application [|e| : M ,(K) —
R™ vérifiant
O |Al =0« A=0,
Q |aA| = |af |Al, Va € K, VA e M,y(K),
O |A+B| < |A|+]|B], Y(A B) e M,(KK)? (inégalité triangulaire)
O [AB] < [A][B], ¥ (A,B) € M,(K)?

Peut-on étendre cette définition sur M, ,(IK)?

Normes vectorielles et normes matricielles
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Proposition: 43

Etant donné une norme vectorielle ||o| sur C", I'application [e| : M,(C) — R* définie par

IAls = sup T—— = sup |Av| = sup [|Av], (22)
veC" H ” veC” veC”
v#0 Ivii<1 [vil=1
est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (3 la norme vectorielle
donnée).
De plus
IAv] < Al v] vveC” (23)

et la norme ||A| peut se définir aussi par
|Als =inf{aeR:|Av| < a|v|, YveK"}. (24)
Il existe au moins un vecteur u € C" tel que
u#0 et |Auf = Al vl (25)
Enfin une norme subordonnée vérifie toujours

s =1 (26)
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Théoréme 9: 43

Soit A e M,(K). On a

Av|
All, & H L — a; 27
H ”1 H Hl je[[l n}] Z | J’ ( )

HNb“f ‘fjb=*¢PUVA)=xﬁWANﬂ=ﬂAﬂb (28)

Av|

Al sup ” L — max aj; 29
Wl = 200 Bl i 1 2
v

La norme | o], est invariante par transformation unitaire :

UU* = I — [A], = [AU], = [UA[, = [U*AU[,.  (30)
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Corollaire 9.1

© Si une matrice A est hermitienne, ou symétrique (donc normale),
on a |Al, = P(A).

@ Si une matrice A est unitaire, ou orthogonale (donc normale), on
a [Al, =1
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¥ Definition 9.2

Soit V un espace vectoriel muni d'une norme ||, on dit qu'une suite
(vk) d’éléments de V converge vers un élément v € V, si

lim |vg —v| =0
k—0o0

et on écrit

v= lim vy
k—o0
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Théoréme 10: admis

Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

Q lim,_, B¥ =0,
Q limi_,o, BXv = 0 pour tout vecteur v,
9 r(B) <1,

Q |B|| <1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

Théoréme 11: admis

Soit B une matrice carrée, et || une norme matricielle quelconque.
Alors

lim HBkHl/k = p(B).

k—ao0
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Soient A € M,(KK) inversible et b € K".

Ax=b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?
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Exemple de R.S. Wilson

Soient
1 1
10 7 8 7 0 0 5 s
| 75 6 5 B 2 %= 0 0
A=l 8610 o 2A° 0 —?1—0 —& 0
1 1
7 5 9 10 — 5 — 1% 0 —g5

et b* = (32, 23,33, 31), (Ab)" = (155- — 105> 165 —105) - Des calculs
exacts donnent

Ax =b — x'=(1,1,1,1)

91 9 27 79
50" 25 20° Too)
~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)

Au = (b+ Ab) ut=(

(A+AAv =>b < v'=(-81,137, —34, 22)

18283543 31504261 3741501 5235241
A+ AAly = (b+Ab) — y*— (- _
(A+AA)y = (b+ Ab) y ( 461600 ° 461600 ' 230800 ’ 461600)

~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)
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Soient A € M, (IK) inversible et b € IK".

Ax =b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?

Non, pas forcément!

Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.

On dit qu'un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon
conditionnement si de petites perturbations des données n’entrainent
qu’une variation raisonnable de la solution.

Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d'une matrice?
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¥ Definition 12.1

Soit ||.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une
matrice réguliére A, associé a cette norme, est le nombre

cond(A) = ||A] HA_1H :

Nous noterons cond,(A) = [A], ||A‘1Hp.
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Proposition: 4%

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
Q Va e K*, cond(aA) = cond(A).
@ condy(A) =1, Vpe [1,+x].

© condy(A) =1 si et seulement si A = aQ avec v € K* et Q
matrice unitaire
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Théoréme 13: cf;;

Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respec-
tives de
Ax=b et A(x+Ax)=>b+ Ab.

Supposons b # 0, alors I'inégalité

Ax] _

Il

|Ab]

ond(A) 1B

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée,
on peut trouver des vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu'elle devienne une
égalité.
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Théoréme: 43

Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les
solutions respectives de

Ax =bet (A+ AA)(x+ Ax) = b.
Supposons b # 0, alors on a

|Ax|

|AA]
x + Ax|| =

ond(A) AL

Remarque 13.1

Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est
proche de 1.
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Méthodes itératives pour la résolution du systéme linéaire
Ax = b.
Trouver une matrice d’itération B et d'un vecteur ¢ telles que
xk+t = Bxlkl 4 ¢ k >0, xI% arbitraire

vérifie
lim xXl = % avec x = Alh
k—0o0
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Soit A € M,(K) une matrice réguliére, avec Vi € [1,n], A;; # 0

Al,l 0 0 0 0 0 A172 Al,n
0 A
A = + | 7 +
: 0 : : : o Ap—in
0 -+ 0 Apn Ap1 - Apa—1 O 0 - - 0
—F
= D—-E-F= D
—E
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n i—1
Ax=b = Vi, b;:ZA;,ij ZA,,JXJ-‘FA,,X,-F ZA,JXJ
Jj=1 Jj=1 Jj=i+1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1
b; —ZA,JX +A,,x[k+1 + Z A,Jxk Vie[1,n]
Jj=1 Jj=i+1
ou encore
xl-[k+1] Z A,Jx Vie[1,n]

J=1j#i
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n i—1 n
Ax=bh — Vi, b,‘=ZA,’JXj=ZA,’JXj—}-A,’7,'X,'+ ZAiJXj
j=1 j=1 j=i+1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1 n
b = 2 AiJXJ-[k] + Ai,iX,-[k+1] + Z Aiﬁ(j[k] Vie[l,n]
j=1 j=i+1

b = Dxtk+1 — ExlK] — pxlA]

ou encore

k+1 1 < k -
Xi[+]_Aii<bl._ Z Aijxj[]> Vie[1,n]

Jj=Tj#i

xk1 — D1 (E + F)xK 4+ D-1p
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n i—1 n
Ax=b < Vi, b;ZZA;,ij:ZA;JXj+A;7;X;+ ZAUXJ
j=1 j=1 j=i+1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :

i—1 n
k+1 k+1 k .
b; = A,'7,'X,-[ ] + Z A,‘J)(j[ ] + Z AiJXJ-[ ] Vie[l,n]
j=1 Jj=i+1

ou encore

1 i—1 n
Xi(k+1) —— (k- Z AI_J_Xj[k+1] _ 2 AUXJ_[k] Vie[1,n]
Aji j=1 Jj=i+1
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n i—1
=b = Vi, b;=ZA;JXJ ZA,,JXJ-FA,,X,-F ZA,’JXJ
Jj=1 Jj=1 Jj=i+1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :
[k+1 ) [k+1 . [k
+ + .
b; = AjiX; ] + Z AjjX; ] + Z AjjX; ] Vie [[l, nﬂ

j=1 j=i+1

b _ Dx[k+1] _ Ex[k+1] _ Fx[k]

ou encore

KD (b -~ ZAU Y A,-jxj[k]> Vie[1,n]

j=i+1

x — D —E)'rxM + (D—E)'h
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Soit w € R*.

k+1 ~[k+1
el glien]

+(1— W)Xl-[k]

oll >“<,-[k+1] est obtenu 3 partir de I'une des deux méthodes précédentes.

Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.0.R. (successive over
relaxation)

i—1 n
[k+1] w [k+1] [k] [k] .
X; :Ai,-,- (b;—ZA,-jxj —.Z AjjX; ) +(1—w)x;' Vie[l,n]
j=1 j=i+1
43 Exercice 14.1: 43
Déterminer la matrice d'itération B et le vecteur ¢ tels que
xUk+1 — gxlkl 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.
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Proposition: 4%

On pose L = D"'E et U = D"'F.
La matrice d’itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée

par
J=DYE+F)=L+U, (31)

La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Ly = (D — E>_1 (1_WD + F) = (I—wL) (1= w)l +wU).

w w
(32)
et elle vérifie
P(Ly) = |w—1]. (33)

La matrice d’itération de Gauss-Seidel est £ et elle correspond a

Li=D-E)'F=(1-L)'u. (34)
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Théoréme: 43

Soit A une matrice réguliere décomposée sous la forme A = M—N avec
M réguliere. On pose

B=M?'N et ¢ =M"h
Alors la suite définie par
x% e K" et xlkt1l = Bxlkl 4 ¢

converge vers X = A"1h quelque soit x[% si et seulement si p(B) < 1.
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Corollaire: 43

Soit A une matrice vérifiant A;; # 0 Vi. Une condition nécessaire de
convergence pour la méthode S.O.R. est que 0 < w < 2.

= z by
Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 a 349

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice
inversible a diagonale fortement dominante alors

e la méthode de Jacobi est convergente,

e si w€]0,1] la méthode de Relaxation est convergente.
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Théoréme

Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A = M—N
ol M est inversible. Soit B = | — M-*A, la matrice de l'itération.
Supposons que M* 4+ N (qui est hermitienne) soit définie positive. Alors
P(B) < 1 si et seulement si A est définie positive.

Théoréme

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode de
relaxation converge si et seulement si w €]0, 2[.
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Principe de base

Résoudre :

Méthodes itératives :

x0 e K" et xlk+1 = Bxlkl 4 ¢
Algorithme :
x1% donne
Pour k=0, 1,--- faire

xlkt+1]  Bxlk] 4 ¢
Fin Pour

Critere d’arrét? Stockage de tous les x[k1?

Méthodes itératives
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
o &> 0 permet l'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x = A-1h

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :

e nombre maximum d'itérations

o &> 0 permet l'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x = A-1h
Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxIK] le résidu.

e}
1]

<e€
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :

e nombre maximum d'itérations

o &> 0 permet l'arrét des calculs si x!¥! suffisament proche de x = A-1h
Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxIK] le résidu.

e}
1]

<e€

Car dans ce Cas, on a avec e[k] =X — X[k]
|e™]

x|

< econd(A)
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Algorithme 12 Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b
Données :

A : matrice de M,(K) ,

b 1 vecteur de K",

x0 vecteur initial de K”,

€ . la tolérence, e € RT,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

x%l  un vecteur de K si convergence, sinon &

s k<0, x" —

1

2: x —x% r—b—Ax,

3: tol «— e(||b| +1)

4: Tantque ||r| > tol et k < kmax faire

5 ke—k+1

6: p—x = p contient le vecteur précédent
7:  x < calcul de I'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...

8 r<—b—Ax,

9: Fin Tantque

10: Si |r|| < tol alors = Convergence
11: xl— x

12: Fin Si
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Pour Jacobi , la suite des itérées est définie par

x-[k+1]=i bi — Z Aijxj[k] , Vie[1,n].

) ..
A j=Ti#i
Algorithme 13 Algorithme 13
1 k<0, x — & 1 k0, x — &
2 x —x% r—b—Ax, 2 x —x% r—b—ix,
3: tol «— e(|b] + 1) 3: tol «— &(||b] + 1)
4: Tantque |r|| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6: p<—x 6: p<—x
7
8: 7. Pouri<—1lan fairen
9: r < b— Ax, 1 Aomy.
10: Fin Tantque < TN b J.ZIZJLI.AUPJ>
11: Si |r] < tol alors = Convergence 9. Fin Pour ’
120 xtol e x
13: Fin Si 10: r«— b— Ax,
11: Fin Tantque
12: Si |r| < tol alors = Convergence
130 xtl— x
14: Fin Si
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Algorithme 13 Algorithme 13

Pour i < 1 a n faire Pour i < 1 a n faire

1 k0, x" — 1 k—0,x" —

20 x —x% r—b—Ax, 20 x —x% r—b— Ax,

3: tol « (|| b + 1) 3: tol « e(| b + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
50 k—k+1 50 k—k+1

6: p<—Xx 6: p<—X

7: 7:

8:

1 n 8: S0
9: Xi— — | bi— Z AjjpPj o: Pour j < 1 a n (j # i) faire
A

ii

J=Li# Y J10: S — S+ Aijp;
10:  Fin Pour 11: Fin Pour
. — b — 1
1L .I’ b—ix, 12: Xj — — (b,‘ - S)
12: Fin Tantque Aji
13: Si Ht’o‘l‘ < tol alors 13 Fin Pour
14 X7 —x 14:  r<—b—Ax,

15: Fin Si

15. Fin Tantque

16: Si ||r| < tol alors
17 xtl — x

18: Fin Si
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Algorithme 13 Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b 1 vecteur de K",

x0 vecteur initial de K",

5 : la tolérence, e e R,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X : un vecteur de K"

1: Fonction X < RSLJacost ( A, b,x% ¢, kmax )
2% ke0,X

3 x—x%r—b—Axx,

4 tol «— (|b]| + 1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6

7

8

9

k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
: S0
10: Pour j — 14 n (j # i) faire
11: S —S+A(,j)*p()
12: Fin Pour
13: x(i) < (b(i) — S)/A(i, i)
14: Fin Pour
15: r—b—Axx,

16:  Fin Tantque

17 Si |r| < tol alors
18: X —x

19:  Fin Si

20: Fin Fonction
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Pour Gauss-Seidel ,

Xi(k+1) _ i

la suite des itérées est définie par

i—1 [k
+1]
D= 3
Jj=1

Vie[1,n]
j=i+1

Algorithme 14

Algorithme 14

ck—0,x— &

i x —x% r—b—hx,

 tol < &(|b] +1)

p—x

. Tantque |r| > tol et k <

kmax faire

1
2
3
4
5. k<—k+1
6
7
8
9

r—b— Ax
10: Fin Tantque
11: Si |r| < tol alors
122 xtl e x
13: Fin Si

|x « calcul par Gauss-Seidel \
- il
-

Méthodes itératives

1 k0, x% —

2 x —x% r—b—Ax,

3: tol « e(||b|| + 1)

4; Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5 k—k+1

6: p<—Xx

7. Pour i < 134 n faire
1 i—1
8: X;%; b;*ZA,‘ijf

" _/:1
9:  Fin Pour

n

Z AijPj

j=i+1

10 r <« b— Ax,
11: Fin Tantque

)

12: Si [|r| < tol alors
130 xtolex
14: Fin Si
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Algorithme 14 Algorithme 14

1 k0, xt — 1 k0, x" —
2 x —x° r—b—ix, 2 x —x% r—b—Ax,
3: tol « e(|b| + 1) 3: tol « e(||b|| + 1)
4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r|| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1
6: p<—Xx 6: p<—Xx
7. Pour i < 1a n faire 7. Pour i < 1 a n faire
8:
1 i-1 n (8: S0
9 X (bi - D A= ), Aiij> o Pour j«— 1ai—1 faire
J=t J=itl W 10: S S+ A
10:  Fin Pour 11 Fin Pour
;. re—b—Ax <12 Pour j — i+ 1an faire
12: Fin Tantque 13: S «— S+ Ajjp;
13: Si ||r| < tol alors 14: Fin Pour
14: xt e x 15: Xj «— — (b, — S)
15: Fin Si _ Aji

16:  Fin Pour

170 r < b— Ax,
18: Fin Tantque

19: Si |r| < tol alors
200 xl e x

21; Fin Si
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Algorithme 14 Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x0 : vecteur initial de K,

& 1 la tolérence, e € R*,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X : un vecteur de K"

1: Fonction X « RSLGaussSeeL (A, b,x%, e, kmax )

2 k<—0,X<—g

3 x—xr—b—Axx,

4 tol —e(|b]| +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p<x

8 Pour i < 1 a n faire

9 S0

10: Pour j —1ai—1 faire
11: S — S+ A(i,j) = x(j)
12: Fin Pour

13: Pour j — i+ 1an faire
14: S — S+ A(i,j) * p(j)
15: Fin Pour

16: x(i) — (b(i) = S)/A(i, i)
17: Fin Pour

18: r—b—Axx,

19:  Fin Tantque

20:  Si |r|| < tol alors
21: X —x

22:  Fin Si

23: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacost ( A, b,x% ¢, kmax ) Fonction X <« RSLGAussSEEL ( A, b,x°, ¢, kmax
k—0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol « e(||b] + 1)

Tantque ||r| > tol et k < kmax faire tol — e(||b + 1)
k—k+1 Tantque |r| > tol et k < kmax faire
D «— x k—k+1
Pour i — 1 3 n faire p—x
S0 Pour i — 1 a n faire
Pour i < 1a n (i # i) faire S0
S S+A(i.Nxpl(i) Pour j—1ai—1 faire
Fin Pour S — S+ A(i,j) * x(j)
x(i) «— (b(i) — S)/A(i. i) Fin Pour
Fin Pour Pour j < i+ 1an faire
r—b—Axx, S «— S+ A(i,j) = p(j)
Fin Tantque Fin Pour
Si |r| < tol alors x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
X —x Fin Pour
Fin Si r—b—Axx,
Fin Fonction Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X «—x
Fin Si

Fin Fonction
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k0 X

tol « (bl + 1)
k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
S0
Panr i < 13 n (i i) faire
S =S+ A(i,J) = p(j)
Fin Pour
x(i) — (b(i) — $)/A(i, )
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Fonction X <« RSLGAussSEEL ( A, b,x°, ¢, kmax

)

k<0, X<

x—x r—b—Axx,

tol « e(||b| + 1)

Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1

Fin Pour
r—b—Axx,

Fin Tantque

Si |r| < tol alors
X «—x

Fin Si

Fin Fonction

Mé&me ossature puisque toutes deux basées sur |'Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?
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ke0X . Algorithme 15 Itération de Jacobi : calcul de x tel que

x—x" r—b-Axx X = ! bi Zn: Ajjyj Vi
, , D Y R
tol — e(|b] + 1) i =LA
Tantque ||r| > tol et k < kmax faire Données :
k—k+1 A : matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
Pour i < 1 a n faire v : vecteur de K"
S« 0' o Résultat :
Pour j < 1an (j # i) faire x : un vecteur de K"
S < S+ A(i,J) = p(j)
Fir.l Pour ) B 1: Fonction x < TterJacorr ((A,b,y)
x(i) < (b(i) = S)/A(i, ) 2. Pour i < 1a n faire
Fin Pour 3 S0
.r<—b—A*X-, 4 Pour j < 1an (j # i) faire
Fin Tantque 5: S—S+AJ)*y()
Si || < tol alors 6 Fin Pour
X —x 7 x(i) « (b(i) = $)/A(, i)
.Fm Si ] 8:  Fin Pour
Fin Fonction 9: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacosi2 (A, b,x° ¢, kmax )
k—0,X—g
x—x% r—b—Asxx,
tol — e(||b] + 1)
Tantque ||r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x — IterJAcoBI(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithme 16 Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 < )
x,-:A—H(b,-f Z Ajjyj |, Vie[1,n].

J=1j#i

Données :

A matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

y : vecteur de K",
Résultat :

X un vecteur de K"

1: Fonction x «— TrerJacont (A, b,y )
2:  Pour i < 13 n faire

3 S0

4 Pour j —1an (j # i) faire
5: S—S+AJ)*y()

6 Fin Pour

7 x(i) « (b(i) — S)/A(i, i)

8 Fin Pour

9: Fin Fonction
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x—x% r—b—Asxx,
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
p<—Xx
S0
S — S+ A(i,j) * x(j)

Pour j «— i+ 1an faire
S S+ A(i,j)*p()
Fin Pour
x(7) < (b(i) — $)/A(i, )
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Méthodes itératives

Algorithme 17 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x

tel que
1 i—1 n
Xj = : (b,‘*ZA,‘J‘Xjf Z A,'J'yj> s Vie [[l,n]]A
" j=1 Jj=i+1
Données :
A matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
y vecteur de K",
Résultat :
X un vecteur de K"

1. Fonction x « ITErGaUssSEEL ( A, b,y )

2
3.
4
5:
6:
7
8
9.

10:
11

Pour i — 1 a n faire

S0

Pour j — 1ai—1 faire
S < S+ A(LJ) *x()

Fin Pour

Pour j — i+ 1 a n faire
S S+A(i))*y()

Fin Pour

x(i) < (b(i) — S)/A(i. )

Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes
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Fonction X — RSLGaussSemeL2 (A, b,x%, e, kmax

)
k—0,X—g
x—x%r—b—Axx,
tol — e(|[b]| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x — ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Méthodes itératives

Algorithme 18 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x

tel que
1 i—1 n
Xj = - (b,‘*Z/\,‘J‘Xjf Z A,'J'yj> s Vie [[l,n]].
Aii j=1 J=i+1

Données :

A matrice de M,(K) ,

b vecteur de K",

y vecteur de K",

Résultat :

X un vecteur de K"

1. Fonction x « ITErGaUssSEEL ( A, b,y )
2:  Pour i< 13 nfaire

3 S0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S — S+ A(l,))*x(j)

6 Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire

8 S S+A(i,)) = y()

9 Fin Pour

10: x(i) « (b(i) — S)/A(i, 1)

11:  Fin Pour

12: Fin Fonction

Algorithmes



Fonction X < RSLGaussSemeL2 (A, b,x% e, kmax Fonction X «— RSLJacosi2 ( A, b,x% ¢, kmax )

) k0, X
k=0,X<g x—x r—b—Axx,
x —x% r—b—Axx, tol < e(|b] + 1)
tol — e(|b] + 1) Tantque |r| > tol et k < kmax faire
Tantque |r| > tol et k < kmax faire ke—k+1
k—k+1 p—x
p—x

x <« ITERJACOBI(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque

x « IterGAussSeEL(A, b, p)
r—b—Axx,

Fin Tantque Si |r|| < tol alors
Si |r| < tol alors X —x

.X —x Fin Si
Fin Si

. . Fin Fonction
Fin Fonction

Les deux codes sont fortement similaires!
Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?
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Ecriture Algorithme générique sous forme d'une fonction et on ajoute aux
paramétres d'entrées une fonction formelle ITERFoNC calculant une itérée :

x < ITERFONC(A, b,y).

Algorithme 18 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b 1 vecteur de K",

IrerFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de IK”. retourne un vecteur de IK".

x° vecteur initial de K”,

e : la tolérence, e € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de IK” si convergence, sinon &S

1: Fonction X <« RSLMETHITER (A,b,ITERFO\'(‘,‘XO,E,kIHax)
2 ke 0,x¥ — g

3 x—x%r—b—Ax

4 tol — e(||b] + 1)

5. Tantque [r|| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p—x

8 x < IteErFoNC(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si |r| < tol alors

12: xtol — x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacori3 (A, b,x% ¢ kmax ) Fonction X « RSLGaussSeineL3 (A, b,x°, e, kmax
X < RSLMETHITER(A, b, ITERJ ACOBI, x°, £, kmax) )
Fin Fonction X «— RSLMerulter(A, b, ITrerGAussSeineL, x°, €, kmax)
Fin Fonction

Algorithme 18 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A : matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

IrerFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de IK”. retourne un vecteur de IK".

x° vecteur initial de K”,

e : la tolérence, e € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de IK” si convergence, sinon &

1: Fonction X « RSLMeTnITER (A, b, ITERFONC, X0, £, kmax)
2 k0, x* —

3 x<—x%r—b—Ax

4 tol — e(||b] + 1)

5. Tantque [r|| > tol et k < kmax faire
6 k—k+1

7 p—x

8 x < ItErFoxc(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si |r| < tol alors

12: xl — x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

1

k+1 w [k+1]
X-[ ] = — b,' — 2 A,‘j

Z Apd )+ (@ = w)xM vie[1,0]

Jj=i+1

Algorithme 19 Itération S.O.R.

Données :
A matrice de M,(KK) ,
b vecteur de K7,
y vecteur de K",
w réel non nul.
Resultat
X un vecteur de K”

1: Fonction x « ITERSOR ( A,b,y,w )

2
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11
12:

S)/A>i, i) +

Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 1 ai— 1 faire
S — S —A(i,)) =x(j)
Fin Pour
Pour j — i +1 a n faire
S S —A(ij) +y()
Fin Pour
x(i) — w = (b(i) —
Fin Pour

Fin Fonction

(1—w)=x(i)

Méthodes itératives

Paramétre w "en trop" dans

'appel de la fonction ITER-
SOR pour pouvoir utiliser la
fonction générique RSLMETHITER !
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,
i—1 n
[k+1] w [k+1] [k] [k] .
X; = b; —J; AjjX; —j;l A |+ (L=w)x Vie[l,n]

Paramétre w "en trop" dans

Algorithme 20 Itération S.O.R.

Données : 'appel de la fonction ITER-
A matrice de M,y(K) , H HE
iy SOR. pour. pouvoir utiliser la
y : vecteur de K, fonction générique RSLMETHITER !

stu&atr:eel non nul. Fonction X « RSLSOR3 (A, b, w,x° ¢, kmax )

X< & unvecteur de K" ITERFUN « ((M,r,s) — ITERSOR(M, r,s, w))

X « RSLMEeTHITER(A, b, TTERFUN, X0, £, kmax)
1: Fonction x « ITERSOR ( A,b,y,w ) Fin Fonction
2:  Pour i< 1a n faire
3 S0

4 Pour j — 1 ai— 1 faire
5 S — S —A(i,)) *x(j)

6: Fin Pour
7 Pour j < i+ 1 a n faire
8 S S—A(i.J) +y()
9 Fin Pour

10: x(i) — wx (b(i) = S)/A(i, i) + (1 — w) =x(i)
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction
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