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❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✶✿ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇♦❧③❛♥♦ ♦✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s

❙♦✐t f : ra, bs Ă R ÝÑ R ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❙✐ fpaq ❡t fpbq ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡ ♠ê♠❡ s✐❣♥❡ ✭✐✳❡✳
fpaqfpbq ă 0✮ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❛✉ ♠♦✐♥s c Psa, br t❡❧ q✉❡ fpcq “ 0.

✹

❚❤é♦rè♠❡ ❇✳✷✿ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥ts ✜♥✐s

❙♦✐❡♥t a ❡t b ❞❡✉① ré❡❧s✱ a ă b ❡t f ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ s✉r ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é ra, bs, ❞ér✐✈❛❜❧❡ s✉r
❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt sa, br. ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ξ Psa, br t❡❧ q✉❡

f 1pξq “
fpbq ´ fpaq

b ´ a
.

✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✸✿ ❋♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❚❛②❧♦r✲▲❛❣r❛♥❣❡

❙♦✐t n P N˚ ❡t f P Cnpra, bsq ❞♦♥t ❧❛ ❞ér✐✈é❡ n✲✐è♠❡ ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t x, y ❞❛♥s ra, bs,
x ‰ y, ✐❧ ❡①✐st❡ ξ Psminpx, yq,maxpx, yqr t❡❧ q✉❡

fpxq “ fpyq `
n

ÿ

k“1

px ´ yqk

k!
f pkqpyq `

px ´ yqn`1

pn ` 1q!
f pn`1qpξq ✭❇✳✶✮

✻

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❇✳✹✿ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ✼
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❙✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡t str✐❝t❡♠❡♥t ♠♦♥♦t♦♥❡ s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ra, bs ❡t à ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱
❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥❡ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ra, bs ❡t ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é ❞♦♥t ❧❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t fpaq ❡t fpbq.

✶

Pr♦♦❢✳ ◆♦t♦♥s J “ f´1pra, bsq ❝❡t ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❢❡r♠é✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❡❧s ❝♦♠♣r✐s ❡♥tr❡ fpaq ❡t✷

fpbq.✸

‚ ▲❛ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ra, bs ❡st ❝♦♥t❡♥✉❡ ❞❛♥s J ✿✹

✕ s✐ f ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x P ra, bs ♦♥ ❛ fpaq ď fpxq ď fpbq✺

✕ s✐ f ❡st ❞é❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ♣♦✉r t♦✉t x P ra, bs ♦♥ ❛ fpbq ď fpxq ď fpaq.✻

‚ ▲❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡tt❡ ♠♦♥♦t♦♥✐❡ s♦✐t str✐❝t❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❞❡✉① ré❡❧s ❞✐st✐♥❝ts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧❛ ♠ê♠❡✼

✐♠❛❣❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡ s✉r ra, bs.✽

‚ ❊♥✜♥✱ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✭q✉✐ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉✐té✮ ❣❛r❛♥t✐t✾

q✉❡ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❞❡ J ❛❞♠❡t ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t ♣❛r f ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st s✉r❥❡❝t✐✈❡✶✵

❞❛♥s J.✶✶

✶✷

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✺

❙♦✐t f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❜✐❥❡❝t✐✈❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt I Ă R s✉r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ♦✉✈❡rt
J Ă R. ❙✐ f ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥ α P I ❡t q✉❡ f 1pαq ‰ 0 ❛❧♦rs s❛ ré❝✐♣r♦q✉❡ f´1 ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡ ❡♥
β “ fpαq P J ❡t

pf´1q1pβq “
1

f 1pαq
♦✉ ❡♥❝♦r❡ pf´1q1pβq “

1

f 1pf´1pβqq
✶✸

Pr♦♦❢✳ ❖♥ ♣♦s❡ g “ f´1 ❡t ♦♥ é❝r✐t s♦♥ t❛✉① ❞✬❛❝❝r♦✐ss❡♠❡♥t ✿

gpyq ´ gpβq

y ´ β
“

x ´ α

fpxq ´ fpαq

❛✈❡❝ y “ fpxq. ❈❡tt❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ❡st ❧✬✐♥✈❡rs❡ ❞❡ fpxq´fpαq
x´α

q✉✐ t❡♥❞ ✈❡rs f 1pαq ‰ 0 q✉❛♥❞ x t❡♥❞ ✈❡rs α.✶✹

❇✳✶✳✷ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✶✺

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✻✿ ❉✐st❛♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E, ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ d ❞❡ E2 ❞❛♥s R` t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
pxxx,yyy,zzzq P E3 ♦♥ ❛

‚ s②♠étr✐❡ ✿ dpxxx,yyyq “ dpyyy,xxxq,

‚ sé♣❛r❛t✐♦♥ ✿ dpxxx,yyyq “ 0 ô xxx “ yyy,

‚ ✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ✿ dpxxx,zzzq ď dpxxx,yyyq ` dpyyy,zzzq
✶✻

❱♦✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡s✿✶✼

• dpx, yq “ |x ´ y| ❞❛♥s R, C, Z ♦✉ Q✶✽

• dpxxx,yyyq “ }xxx ´ yyy} ❞❛♥s Rn, ♦ù }.} ❡st ❧✬✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡s ♥♦r♠❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳✶✾

❈♦♠♣✐❧❡❞ ♦♥ ✷✵✶✼✴✵✾✴✶✽ ❛t ✶✾✿✸✼✿✷✺
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❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✼✿ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ pE, dq ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ s✐ E ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡t d ✉♥❡ ❞✐st❛♥❝❡ s✉r E.
✶

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✽✿ ❙✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t❡

❙♦✐❡♥t pE, dq ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t puuurksqkPN ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E. ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❧❛ s✉✐t❡
puuurksqkPN ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ααα P E s✐

@ǫ ą 0, DN P N t❡❧ q✉❡ @n ą N, dpuuurks,αααq ă ǫ. ✭❇✳✷✮
✷

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✾✿ ❖r❞r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡

❙♦✐❡♥t pE, dq ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❡t puuurksqkPN ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E ❝♦♥✈❡r❣❡❛♥t ✈❡rs ααα P E.

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝❡tt❡ s✉✐t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ααα ❛✈❡❝ ✉♥ ♦r❞r❡ p ě 1 s✐

Dk0 P N, DC ą 0 t❡❧s q✉❡ dpuuurk`1s,αααq ď C dpuuurks,αααqp, @k ě k0. ✭❇✳✸✮

♦ù C ă 1 s✐ p “ 1.
✸

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✶✵✿ ❙✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤②

❙♦✐t pE, dq ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ pxxxxxxxxxrksqkPN ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ E ❡st ❞✐t❡s ❞❡ ❈❛✉❝❤② s✐

@ǫ ą 0, DM P N˚, t❡❧ q✉❡ @pp, qq P N2, p, q ě M, dpxxxxxxxxxrps,xxxxxxxxxrqsq ă ǫ.

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
lim

mÑ`8
sup

p,qěm
dpxxxxxxxxxrps,xxxxxxxxxrqsq “ 0.

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞❡ ❧✬é❝r✐r❡ ❡st

@ǫ ą 0, DM P N˚, t❡❧ q✉❡ @k P N, k ě M, @l P N, dpxxxxxxxxxrk`ls,xxxxxxxxxrksq ă ǫ.

❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
lim

mÑ`8
sup

kěm,lě0

dpxxxxxxxxxrk`ls,xxxxxxxxxrksq “ 0.

✹

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✶✶✿ ❊s♣❛❝❡ ♠étr✐q✉❡ ❝♦♠♣❧❡t

❯♥ ❡s♣❛❝❡ ♠❡tr✐q✉❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❧❡t s✐ t♦✉t❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❈❛✉❝❤② ❝♦♥✈❡r❣❡✳
✺

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❇✳✶✷

❙✐ E ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦r♠é ❞❡ ♥♦r♠❡ }.} ❛❧♦rs E ❡st ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ♠étr✐❝❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ d

✐ss✉❡ ❞❡ s❛ ♥♦r♠❡ ❡t ❞é✜♥✐❡ ♣❛r dpxxx,yyyq “ }xxx ´ yyy} , @pxxx,yyyq P E2.
✻

❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❇✳✶✸✿ ❊s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡s♣❛❝❡ ❞❡ ❇❛♥❛❝❤ ✉♥ ❡s♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ♥♦r♠é ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ✐ss✉❡ ❞❡ s❛
♥♦r♠❡✳ ✼

❈♦♠♣✐❧❡❞ ♦♥ ✷✵✶✼✴✵✾✴✶✽ ❛t ✶✾✿✸✼✿✷✺


