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EXERCICE 1 (6 roints)

On considére une application ¢ : R” — R’ contractante:

AL €]0, 1], tel que, Y(u,v) € (R")?, [p(w) — )|, < L |u—wv],. (1)

ot |-, désigne la norme euclidienne sur R": Vu = (u;)}; € R" |[u], =

A partir de 2[° € R™ donné, on construit la suite récurrente (m[k]) ke définie par
P = (2lkl) v e IN. (2)
Q. 1 ( 0.5 roints) Montrer que la suite (x*)pe est bien définie.
Q. 2 ( 2 ponTs) 1. Montrer que la fonction ¢ est continue.
2. En déduire que si la suite (-’L'[k])ke]N converge, alors elle converge vers un point fize de ¢.
Q. 3 ( 1 roints) Montrer que si ¢ admet un point fize alors ce point fize est unique.
Q. 4 (2.5 vonts) 1. Montrer que la suite (x*))c est une suite de Cauchy.

2. En déduire que ¢ admet un unique point fize qui est donné par la limite de la suite (z[k])kE]N quand k tend
vers +00.

EXERCICE 2 (7 points)

Soit U € M,,(C) une matrice triangulaire supérieure.
Q. 1 A quelle(s) condition(s) la matrice U est-elle inversible?
On suppose U inversible.

Q. 2 Soitbe C™.
1. Ezpliquer comment calculer x € C™ solution du systéme linéaire Uz = b.
2. Ecrire une fonction algorithmique RSLTRrRISuP retournant x solution de Uz = b.
On note M = UL,
Q.3 1. Montrer que M est une matrice triangulaire supérieure avec
5
Ui’

)

Miﬂ' = Vi e [[l,n]

2. Ecrire une fonction algorithmique INvTRISUP retournant la matrice inverse de U.



EXERCICE 3 (7 roinTs) ]

Soit A € M,,(R) une matrice.

Q. 1 Donner la(les) condition(s) permettant de décomposer la matrice A sous la forme A = LL* ou L € M,,(R)
est une matrice triangulaire inférieure dont les coefficients diagonauz sont positifs.

Dans la suite de cet exercice, on suppose que la matrice A est inversible et admet une factorisation positive de
Cholesky LL*.

Q. 2 Montrer que cette factorisation est unique.
Q. 3 Montrer que l'on peut calculer la matrice L par des formules explicites a écrire.
Q. 4 (algo) Ecrire une fonction algorithmique CHOLESKY permettant de calculer la matrice L.

Q. 5 Expliquez en quelques lignes comment utiliser la factorisation LLt pour résoudre le systéme linéaire Az = b.

EXERCICE 4 (7 roinTs) ]

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (z;, Yi)ie[o,n]» tels que les z; sont distincts deux & deux. On note

Q.1 1. Soit i€ [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynome L; de degré n vérifiant

Li(wj) = 6ij, Vj € [0,n]. (1)

2. Montrer que les (L;)ie[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal 4 n).

On défini le polynéme P,, par

Po(z) = ) yiLi(x). (2)
i=0

Q. 2 Montrer que polynéme P,, est l'unique polynéme de degré au plus n vérifiant P, (z;) = y;, Vi € [1,n].
Soit 7, le polyndéme de degré n + 1 défini par

n

(@) = [ J(x —2). (3)

=0

Q. 3 Soit f € C"([a;b];R). On suppose que Vi € [0,n], z; € [a;b] et y; = f(x;). Montrer que, Yz € [a;b], il

existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x,xg, ..., x, tel que
Tn ()
CP(2) = ) 1) gy 4
F(@) = Pu(e) = 25 ) 4
f(z) = Pu(x)

Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — P,(t) — T (t).
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