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Exercice 1 (6 points)

On considère une application φφφ : Rn ÞÑ Rn contractante:

DL Ps0, 1r, tel que, @puuu,vvvq P pRnq2, }φφφpuuuq ´φφφpvvvq}2 ď L }uuu´ vvv}2 . (1)

où }¨}2 désigne la norme euclidienne sur Rn: @uuu “ puiqni“1 P R
n }uuu}2 “

g

f

f

e

n
ÿ

i“1

puiq2.

À partir de xxxr0s P Rn donné, on construit la suite récurrente pxxxrksqkPN dé�nie par

xxxrk`1s “ φφφpxxxrksq @k P N. (2)

Q. 1 ( 0.5 points) Montrer que la suite pxxxrksqkPN est bien dé�nie.

Q. 2 ( 2 points) 1. Montrer que la fonction φφφ est continue.

2. En déduire que si la suite pxxxrksqkPN converge, alors elle converge vers un point �xe de φφφ.

Q. 3 ( 1 points) Montrer que si φφφ admet un point �xe alors ce point �xe est unique.

Q. 4 ( 2.5 points) 1. Montrer que la suite pxxxrksqkPN est une suite de Cauchy.

2. En déduire que φφφ admet un unique point �xe qui est donné par la limite de la suite pxxxrksqkPN quand k tend
vers `8.

Exercice 2 (7 points)

Soit L PMnpCq une matrice triangulaire inférieure.

Q. 1 ( 0.5 points) A quelle(s) condition(s) sur les coe�cients de L, la matrice L est-elle inversible?

On suppose L inversible.

Q. 2 ( 3 points) Soit bbb P Cn.

1. Expliquer comment calculer xxx P Cn solution du système linéaire Lxxx “ bbb.

2. Ecrire une fonction algorithmique RSLTriInf retournant xxx solution de Lxxx “ bbb.

On note M “ L-1.

Q. 3 ( 3.5 points) 1. Montrer que M est une matrice triangulaire inférieure avec

Mi,i “
1

Li,i
, @i P v1, nw.

2. Ecrire une fonction algorithmique InvTriInf retournant la matrice inverse de L.



Exercice 3 (7 points)

Soit A PMnpRq une matrice.

Q. 1 ( 0.5 points) Donner la(les) condition(s) permettant de décomposer la matrice A (non hermitienne) sous
la forme A “ LU où L P MnpRq est une matrice triangulaire inférieure à diagonale unité et U P MnpRq est
une matrice triangulaire supérieure.

Dans la suite de cet exercice, on suppose que la matrice A est inversible et admet une factorisation LU.

Q. 2 ( 1 points) Montrer que cette décomposition est unique.

Q. 3 ( 2.5 points) Montrer que l'on peut calculer les matrices L et U par des formules explicites à écrire avec
soin.

Q. 4 (algo 2.5 points) Ecrire une fonction algorithmique FactLU permettant de calculer les matrices L et U.

Q. 5 ( 0.5 points) Expliquez en quelques lignes comment utiliser la factorisation LU pour résoudre le système
linéaire Axxx “ bbb.


