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Exercice 1 (7 points)

Soit A P MnpRq une matrice régulière telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note
D “ diagpAq (i.e. dij “ δi,jaij) et E, F, les matrices à diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure
et supérieure telles que A “ D´ E´ F.

Soient bbb P Rn et w P R. Pour résoudre le système Axxx “ bbb on va utiliser la méthode itérative S.O.R. donnée
par la formule suivante
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où xr0s P Rn est donné.

Q. 1 a. Montrer que (1) peut s'écrire sous la forme

xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc (2)

en explicitant la matrice d'itération B et le vecteur ccc en fonction de D, E, F, bbb et w.

b. En posant L “ D-1E et U “ D-1F, en déduire que

B “ pI´ wLq-1 pp1´ wqI` wUq . (3)

On pose x̄xx “ A-1bbb.

Q. 2 a. Montrer que
x̄xx´ xxxrks “ Bkpx̄xx´ xxxr0sq. (4)

b. En déduire que la méthode itérative (2) converge vers x̄xx “ A-1bbb si et seulement si ρpBq ă 1 (on rappelle
que ρpBq désigne le rayon spectral de B).

c. Montrer que
ρpBq ě |detpBq|1{n “ |1´ w|. (5)

d. Que peut-on en conclure ?

Q. 3 (algorithmique) Ecrire la fonction SOR permettant de calculer (si possible) une approximation de x̄xx “ A-1bbb
par la méthode itérative S.O.R..
Expliquer le(s) critère(s) d'arrêt choisi(s) et préciser les entrées/sorties de cette fonction.

Exercice 2 (13 points)

Soient pxiqiPv0,nw, une suite de n` 1 points de s ´ 1, 1r deux à deux distincts et pωiqiPv0,nw une suite de poids
réels associés. On considère la formule d'intégration (ou formule de quadrature) élémentaire suivante

ż 1

´1

fpxq dx «
n
ÿ

i“0

ωi fpxiq. (1)

L'objectif de cet exercice est de montrer qu'il existe un unique choix de points pxiqiv0,nw et de poids pωiqiPv0,nw
tel que la formule (1) soit exacte pour les polynômes de degré 2n` 1. On appelle méthode de Gauss-Legendre
la méthode d'intégration associée à ce choix particulier de poids et de points.

Le Lemme suivant est admis.



Lemme 2.1: Polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre Pn, n ě 0 sont les polynômes unitairesa de degré n dé�nis par

#

P0pxq “ 1,P1pxq “ x

pn` 1qPn`1pxq “ p2n` 1qxPnpxq ´ nPn´1pxq, @n P N˚
(2)

Ils véri�ent
ż 1

´1

PnpxqPmpxqdx “
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’

&

’

%

0 sim ‰ n,

p´1qn
pn!q2

p2nq!
In sim “ n,

(3)

où In “
ş1

´1
px2 ´ 1qndx ‰ 0. De plus Pn admet n racines distinctes appartenant à l'intervalle s ´ 1, 1r.

aon rappelle qu'un polynôme p est unitaire si le coe�cient associé à son terme de plus haut degré est égal à 1 : il existe

k P N tel que ppxq “ xk `
řk´1

q“0 aqxq .

Q. 1 a. En utilisant la formule (3), montrer que la famille

En “ tPi, i P v0, nwu

est une famille libre de RnrXs (RnrXs désigne l'ensemble des polynômes de degré (au plus) n à coe�cients
réels).

b. En déduire que la famille En est une base de RnrXs.

c. À l'aide du Lemme 2.1, montrer la relation d'orthogonalité suivante :
ż 1

´1

QpxqPnpxqdx “ 0 pour tout Q P Rn´1rXs. (4)

d. Montrer que Pn est l'unique polynôme unitaire de degré n satisfaisant (4).

Q. 2 Soit πn`1pxq “
śn
i“0px´ xiq où les xi sont les points de quadrature intervenant dans la formule (1).

a. Montrer que le polynôme πn`1 est un polynôme unitaire de degré n` 1.

b. Montrer que si la formule d'intégration (1) est exacte pour les polynômes de degré 2n` 1, alors pour tout
Q P RnrXs, on a

ż 1

´1

Qpxqπn`1pxq “ 0.

c. En déduire que πn`1 “ Pn`1 où Pn`1 est le n` 1-ième polynôme de Legendre (dé�ni par (2)) et que les
points xi sont nécessairement les n` 1 racines de Pn`1.

Q. 3 Montrer que si la formule d'intégration (1) est véri�ée pour tout polynôme de degré inférieur ou égal à n,
alors

ωi “

ż 1

´1

`ipxqdx (5)

où `ipxq “
n
ź

j“0,j‰i

x´ xj
xi ´ xj

est le polynôme élémentaire de Lagrange.

On note pxiqiPv0,nw les n` 1 racines de Pn`1 et pωiqiPv0,nw les poids dé�nis par (5).

Q. 4 a. Montrer que la formule (1) est exacte pour tous les polynômes de degré inférieur ou égal à n.

b. Soit P un polynôme de degré 2n ` 1. On sait qu'il existe deux polynômes Q et R appartenant à RnrXs
(division euclidienne des polynômes) tels que

Ppxq “ Qpxqπn`1pxq ` Rpxq.

Utilisez cette décomposition de P pour montrer que la formule (1) est exacte pour les polynômes de degré
2n` 1.



Q. 5 (application) a. Pour n “ 1 et en utilisant les résultats précédents, déterminer les points x0, x1 et les
poids w0, w1 pour que la formule de quadrature élémentaire (1) soit exacte pour les polynômes de degré 3
(i.e. d'ordre 3).

b. Soit f : ra, bs ÝÑ R. Déduire de a. la formule élémentaire permettant d'approcher
şb

a
fptqdt à l'ordre 3.

c. Soit f : rα, βs ÝÑ R. Déduire de b. la formule composée associée à la formule élémentaire précédente
permettant d'approcher

şβ

α
fptqdt à l'ordre 3.

Pour n “ 2, la formule de quadrature élémentaire (1) est donnée par

ż 1

´1

fpxqdx «
5

9
fp´

a

3{5q `
8

9
fp0q `

5

9
fp
a

3{5q (6)

Q. 6 (algorithme) Ecrire une fonction GaussLegendre2 permettant d'approcher
şβ

α
fptqdt par la formule de

quadrature composée associée à (6).


