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EXERCICE 1 (7 roints)

Soit A € M, (R) une matrice réguliére telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note
D = diag(A) (i.e. D;; = 0;;Ai;) et E, F, les matrices a diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure
et supérieure telles que A=D — E — F.

Soient b € R™ et w € R. Pour résoudre le systéme Az = b on va utiliser la méthode itérative S.O.R.. donnée
par la formule suivante

i—1 n
xz[k+l] = ﬂ b; — Z Aijmngrl] — Z Aijxgk] + (1 — w)(EEk] (1)
Aii i=1 j=it1

ou z[% € R™ est donné.

Q.1 a. Montrer que (1) peut s’écrire sous la forme
gl = BglH 4 ¢ (2)
en explicitant la matrice d’itération B et le vecteur ¢ en fonction de D, E, F, b et w.
b. En posant L = D'E et U = D'F, en déduire que
B=(—wL)™((1—w)l+wU). (3)

On pose £ = A™%b.

Q.2 a. Montrer que
z —zlfl = BF(z — 2[). (4)

b. En déduire que la méthode itérative (2) converge vers T = A"lb si et seulement si p(B) < 1 (on rappelle
que P(B) désigne le rayon spectral de B).

c. Montrer que
p(B) = |det(B)|1/” =|1—w|. (5)

d. Que peut-on en conclure ?

Q. 3 (algorithmique) FEcrire la fonction SOR permettant de calculer (si possible) une approzimation de T = Ab
par la méthode itérative S.O.R..
Expliquer le(s) critére(s) d’arrét choisi(s) et préciser les entrées/sorties de cette fonction.

Correction Exercise 1
Q.1 a. Pour la méthode S.O.R. on a, Vi€ [1,n],

1—1 n
k+1 w k+1 k k
$Z['+]_A,,<bi_ZAijxg+]_ Z Aij$5]>+(l—w)x£]
w j=1 j=i+1
ce qui s’écrit aussi

1—1 n
Aii k1] | s k41 K 1—w k
ng +1] + zAiij +1] — b — Z Aijx[ ] + 7&'1‘1‘[ 1
w =1 j=it1 w



et matriciellement on obtient

(D - E> gl — (HUD + F) zl* 1 b,
w

w

Comme la matrice (% — E) est inversible (car triangulaire inférieure a éléments diagonaux non nuls), on

a
D tr1- D !
alhi — ( - E) (wD + F) AL ( - E) b
w w w

La matrice d’itération de S.0.R. est B = (2 — E)_1 (1=%D +F) et le vecteur ¢ = (2 — E)_lb.

b. On a
D - D e
B = ( - E) <wD + F) - ([I - wD'lE]) (D[(l —w)l + wD-iF])
w w w w
D A
=|—[l—wL —D[(1 — w)l U
(P-wl) (L0100 wi+wu)
D\ /1
= (Il —wL)™*( = —D[(1 — w)l + wU
(-ut)?(2) (5ol wn+wu)
_ 1 _
= (1 —wL) 'wD™ (D[(l —w)l + wU]) = (1 —wL)™ (1 —w)l + wV)
w
Q.2 a. Comme Z = A'b (sans présupposer la convergence) on a MZ = NZ + b et alors
Z=M!Nz+M'b=Bz+c
On obtient donc
z —zlF = B(z — 2F) = B (z — 2[0).
b. La suite z!*! converge vers Z si et seulement si la suite el &z — 2[*] converge vers 0. On a

elfl = BFel vk eNN.

D’aprés le Théoréme de convergence des suites de matrices [poly, Théo. 4.45 p.118], on a limy_, 44 BFel0] —
0, Vel®l € K" si et seulement si p(B) < 1.

. La matrice L est triangulaire inférieure & diagonale nulle car elle est le produit d’une matrice diagonale

(et donc triangulaire inférieure) D! et d’une matrice triangulaire inférieure E & diagonale nulle. De méme
la matrice U est triangulaire supérieure a diagonale nulle.

On sait que le déterminant d’une matrice est égale aux produits de ses valeurs propres comptées avec leurs
multiplicités. En notant n la dimension de la matrice B, et en notant A;(B) ses n valeurs propres, on a
donc

det(B) = [ [Ai(B).

i=1

Le rayon spectrale de B, noté p(B), correspond au plus grand des modules des valeurs propres. On a alors

p(B) = max |\;(B)| > |det(B)|'/"

i€[1,n]
De plus on a
det(B) = det ((l —wl) (1= w)l + wu)) = det ((l - wL)‘i) det (((1 — w)! + wU))

La matrice | — wL est triangulaire inférieure a diagonale unité donc son inverse aussi. On en déduit
det ((I — wL)_1 = 1. La matrice (1—w)l4+wU est triangulaire supérieure avec tous ses éléments diagonaux
valant 1 — w et donc det (((1 — w)l + wU)) = (1 —w)™. On a alors |det(B)| = |1 — w|" et

p(B) = |det(B)|1/” =1 —wl.



d. Une condition nécessaire de convergence pour la méthode S.O.R. est que 0 < w < 2.

Q. 3 Comme pour les méthodes de point fixe, La convergence de la méthode n’est pas assurée et si il y a
convergence le nombre d’itération nécessaire n’est (& priori) pas connu. C’est pourquoi algorithmiquement on
utilise une boucle Tantque. On défini alors un nombre maximum d’itérations au dela du quel les calculs
itératifs sont stoppés et une valeur € > 0 permettant d’arréter les calculs lorsque z!*! est suffisament proche de
Z. Pour étre plus précis, on note r[¥] = b — Azl[*] le résidu. On a alors

rlkl = Az — AzlF] = Ael#]

On peut prendre comme critére d’arrét

[=™]
<
Ib]
ou pour éviter des soucis lorsque ||b| est proche de zéro,
]
I +1 ="

Algorithme 1 Méthode itérative de relaxation SOR pour la résolution d’un systéme
linéaire Az = b

Données :
A :  matrice de M, (K) ,
b : vecteur de K",
x0 vecteur initial de K",
€ : la tolérence, ¢ € RT,
kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
w : wel0,2]
Résultat :
X : un vecteur de K"
1: Fonction X < SOR ( A b,2°, ¢, kmax, w )
2: k <0, X
3: z—2% r—b—Axx,
4: tol « e(||b] + 1)
5: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1
7 p—=x
8: Pour i — 1 a n faire
9: S0
10: Pour j —1ai—1 faire
11: S «— S+ A(i,7) * z(j)
12: Fin Pour
13: Pour j —i+1an faire
14: S S+ A(,7) *p(4)
15: Fin Pour
16: 2(i) «— w(b(i) —8)/A(i, i) + (1 — w)p(i)
17: Fin Pour
18: r—b—Axzx,
19: Fin Tantque
20: Si |r| < tol alors
21: X —=x
22: Fin Si

23: Fin Fonction

EXERCICE 2 (13 poinTs) ]




Soient (2;)ie[o,n], une suite de n + 1 points de | — 1, 1[ deux & deux distincts et (w;)ie[o,n] une suite de poids
réels associés. On considére la formule d’intégration (ou formule de quadrature) élémentaire suivante

1 n
IR 1)
-1 i=0

L’objectif de cet exercice est de montrer qu'’il existe un unique choix de points (x;);9,,] et de poids (w;)ic[o,n]
tel que la formule (1) soit exacte pour les polynomes de degré 2n + 1. On appelle méthode de Gauss-Legendre
la méthode d’intégration associée & ce choix particulier de poids et de points.

Le Lemme suivant est admis.

Lemme 2.1: Polynomes de Legendre

Les polynomes de Legendre P,, n > 0 sont les polynomes unitaires® de degré n définis par

{Pg(x) =1,Pi(z) =z
(n+1)Ppi1(z) = (2n + D)zP,(z) — nPy_1(z), VYne N*

Ils vérifient
0 sim # n,

1
f P, (2) Pp(z)dx = - (n)? ) (3)
—i - .I sim = n,

oul, = Sl_l( 2 —1)"dx # 0. De plus P,, admet n racines distinctes appartenant & l'intervalle ] — 1, 1[.

%on rappelle qu'un polynome p est unitaire si le coefficient associé a son terme de plus haut degré est égal a 1 : il existe
ke N tel que p(z) = zF + ZZ;& agqrd.

Q.1 a. En utilisant la formule (3), montrer que la famille
En = {P;,i€[0,n]}

est une famille libre de R,[X] (Rn[X] désigne l’ensemble des polynomes de degré (au plus) n a coefficients
réels).

b. En déduire que la famille £, est une base de R,[X].

c. A Uaide du Lemme 2.1, montrer la relation d’orthogonalité suivante :
1
J Qx)Pp(x)dz =0 pour tout Q € R,,—1[X]. (4)
-1

d. Montrer que P, est lunique polyndme unitaire de degré n satisfaisant (4).
Q. 2 Soit mpi1(x) = [[1_o(z — ;) ou les z; sont les points de quadrature intervenant dans la formule (1).
a. Montrer que le polynéme 7,1 est un polynéme unitaire de degré n + 1.

b. Montrer que si la formule d’intégration (1) est exacte pour les polynomes de degré 2n + 1, alors pour tout
QeR,[X], on a

ji@@mwmm=u

c. En déduire que mp1 = Pri1 00 Py est le n + 1-iéme polynome de Legendre (défini par (2)) et que les
points x; sont nécessairement les n + 1 racines de Py, 1.

Q. 3 Montrer que si la formule d’intégration (1) est vérifiée pour tout polynoéme de degré inférieur ou égal a n,
alors

1
w; = J li(z)dx (5)
—1

ot l;(z) = ﬁ * ::c

L est le polynome élémentaire de Lagrange.
J=0,j#1 J




On note (2;)ie[o,n] les n + 1 racines de P,1 1 et (w;)iefo,n] les poids définis par (5).
Q. 4 a. Montrer que la formule (1) est exacte pour tous les polynémes de degré inférieur ou égal a n.

b. Soit P un polynéme de degré 2n + 1. On sait qu’il existe deux polynomes Q et R appartenant d R,[X]
(division euclidienne des polynémes) tels que

P(z) = Q(&)mn11(2) + R(@).

Utilisez cette décomposition de P pour montrer que la formule (1) est exacte pour les polynémes de degré
2n + 1.

Q. 5 (application)  a. Pour n = 1 et en utilisant les résultats précédents, déterminer les points xo, x1 et les
poids wg, wy pour que la formule de quadrature élémentaire (1) soit exacte pour les polyndomes de degré 3
(i.e. d’ordre 3).

b. Soit [ : [a,b] — R. Déduire de a. la formule élémentaire permettant d’approcher Sz ft)dt a ordre 3.
c. Soit f : [a, 8] — R. Déduire de b. la formule composée associée a la formule élémentaire précédente
permettant d’approcher Sg f(t)dt a lordre 3.

Pour n = 2, la formule de quadrature élémentaire (1) est donnée par
! 5 8 5
|tz ~ Gr375) + 510 + G137 (©

Q. 6 (algorithme) Ecrire une fonction GaussLegendre2 permettant d’approcher SS f@)dt par la formule de
quadrature composée associée o (6).

Correction Exercise 2

Q.1 a. Soit (Ai)ie[o,n) un ensemble de n + 1 nombres réels satisfaisant

DIAiPi(z) =0 VzeR.
=0

Soit j € [0,n]. En multipliant I’égalité précédente par P; puis en intégrant sur [0, 1], on obtient
1 1
0=> Azf P;(x)P;(x)dz = Ajf (Pj(z))%dz.
: —1 —1

1=0
=081 i#j

Or, d’apres le Lemme (2.1), Slq(Pj('T))de = (=1)J g']);, I; ne s’annule pas. Donc
A =0 jel[o,n].

On a donc démontré que la famille &, était libre.

b. L’espace R,,[X] est une espace vectoriel de dimension n + 1. La famille &, est une famille libre de R,,[X]
comportant exactement n + 1 éléments. Donc la famille &, est une base de R, [X].

c. Soit @ € R,_1[X]. Comme &,_; est une base de R,,_1[X], il existe un ensemble de n nombre réels

(@i)iefo,n—1] tels que
n—1

Qx) = > a;Pi(x),
i=0

si bien qu’en utilisant la relation d’orthogonalité (3), on obtient le résultat demandé :

1 n—1 1
L Q(z)Py(z)ds = ) a; L Pi(z)P,(x)dz = 0.

=0

=0



d.

Q.3

Supposons qu’il y existe deux polynoémes unitaires P! et P? de degré n satisfaisant (4). Posons R =
P} — P2, Comme P! et P? sont unitaires de degré n, alors R est un polynome de degré au plus n — 1.
De plus, par hypothése, pour tout @ € R,,_1[X]

J_ll Q(z)R(z)dx = J_ll Q(z)Prdx — f_ll Q(z)P2dz = 0.

En particulier, en prenant ) = R, on obtient donc

fl R(z)[2dz = 0

ce qui implique que R = 0, c’est a dire que P} = P2.

a. w11 est le produit de n+1 polyndmes de degré 1. Donc il est de degré au plus n+ 1. En développant
le polynome 7,41, on voit que le coefficient associé a son terme de plus haut degré (z") est égal & 1 (ce
résultat se montre de maniére complétement rigoureuse par récurrence). Donc 7,11 est unitaire de degré
n+ 1.

Soit @ € R,[X]. Posons P = Qm, 1. On remarque que P € Ry, 1[X] et que
Vie[0,n], P(x;)=Q(x;)mnt1(x;) =0.
=0

Si la formule de quadrature (1) est exacte pour les polynomes de degré 2n + 1, alors elle est exacte pour
P, et, par conséquent,

L Q) Ty (x)dz = J_l P(z)dx = ;)wiP(xi) =0.

. D’aprés les deux sous questions précédentes, si la formule de quadrature (1) est exacte pour les polynomes

de degré 2n + 1, alors m,41 est un polynéme de unitaire de degré n + 1 qui satisfait (4). D’apres la
question Qlc, on a donc 7,41 = P,4+1. Comme 7,41(z;) = 0 pour tout ¢ € [0,n], le Lemme 2.1 nous
permet d’affirmer que les points x; sont les n + 1 racines distinctes du polynéme de Legendre P, 1.

Soit j € [0,n]. Le polynome ¢; appartient & R,,[X]. Si la formule de quadrature (1) est exacte pour les

polynomes de degré n, elle est en particulier exacte pour ¢;. On a donc

Q.4

1
-1 i=0 Y
!

a. Soit P € R,[X]. On sait que P, décomposé dans la base de Lagrange (£;);c[o,n], €st donné par

n—1
P(z) = 2 P(x;)l;(x).
i=0

En effet, le polynéme d’interpolation de Lagrange des points (z;, P(x;));c[o,,) n’est autre que le polynome
P lui méme. Donc
1 n—1 n
J P(z)dx = Z P(ZEZ)J Li(x)dx = Z w; P(x;),
-1 i=0 -1 i=0

=w;

1

ce qui prouve que la formule (1) est exacte sur R, [X].

. Soit P € Ry,41 décomposé sous la forme P(z) = Q(z)mp4+1(z) + R(z) (Q et R appartiennent a R, [X]).

Remarquons d’abord que

f_ll P(z)dx = f_ll Q(z)mpi1 (z)dx + f_ll R(x)dx. (7)



Comme @ € R,[X], et puisque 7,41 = P, 1 satisfait la relation d’orthogonalité (4),

L Q)41 (2)dz = 0. (8)

Par ailleurs, comme R € R,,[X], la question précédente nous garantit que

1 n
J ) R(z)dx = Z w; R(x;). 9)
- i=0

Mais, puisque 7,1(x;) = 0 pour tout i € [0, n],
P(z;) = Q(zi)mn+1(z;) + R(z) = R(z;) Vie [0,n]. (10)
Donc, en utilisant (8),(9) et (10), legalité (7) devient

1 n
J P(z)dx = Z w; P(x;),
-1 i=0

ce qui termine la preuve du résultat demandé.

Q. 5 (application)  a. Pour que la formule soit exacte pour les polynomes de degré 3 il suffit de choisir les
points z et 1 comme les racines du polynome de Legendre Py. D’aprés (2), on a
2Py(x) = 32P;(2) — nPy(x) = 32% — 1
et donc xg = —@ et x1 = g D’aprés Q.3 on a

1 1
wy = J lo(z)der et wy = J Iy (z)dx
—1 —1

avec

xr — T T — X0

lo(z) =

Or Iy et 1; sont des polynomes de degré 1 : on peut donc utiliser la formule des points milieux (exacte
pour les polynomes de degré 1) pour calculer wq et w;. Ce qui donne

To — T1 961—550.

1 — /3

wo = J_1 to)do = 2a(0) = 2" = 272% 1
1 o @

w1 = J;l ll(iﬂ)dl’ = 2[1(0) = le ~ %o = 2@ =1

b. On a par changement de variable g : z +— “—H’ + zbza

Lf(t)dt = Llfog(x)g’ biaf fog(z

P (wof o g(mo) + wif o g(an)) = b;“ e R =D

~
o

En notant h = b — a, on abouti a

b L _
[ (R ) (1)

c. Soit NV e N*. On note (tx)xeo,n] la discrétisation réguliére de U'intervalle [a, 8] : tp = a+kh, Yk € [0, N],
avec h = (f — «)/N. D’apres le théoréme de Chasles on a

B
ff(t)dt Z "t

tp—1

En utilisant la formule élémentaire (11) sur l'intervalle [a,b] = [tx—1, ;] on obtient la formule de quadra-
ture composée associée

B N
Lo~ 53 (s + 5250 s - 5250)




Q. 6 (algorithme) Il faut tout d’abord écrire la formule de quadrature composée associée & (6). En utilisant la
discrétisation (tx)efo,ny définie précédemment, on a par le théoréme de Chasles

B N oty
L fHdt = ;;L F(t)dt

k—1

En utilisant la formule élémentaire (6) sur U'intervalle [a, b] = [tx—1,tx] et on notant my = (tx—1 + tx)/2 (points
milieux) on obtient la formule de quadrature composée associée

38 N
[ s~ 53 (Gme = VB + Grm) + Grom VA

Algorithme 2 Méthode de quadrature composée de Gauss-Legendre d’ordre 2n+1 =5

Données :
f :  fonction définie sur [«, 5] ,
a, B 0 réels (a < f),
B8 . réel,
N . le nombre de pas,
Résultat :
I : leréel donné par 'approximation
1: Fonction X « GaussLecenpre2 ( f,«, 8,N )
2: I—0,h—(p—a)N
3: t— «
4 O« /(3/5)%h/2
5: Pour k — 1 a N faire
6: m«—t+h/2
7: IT<—IT+Bsfim—C)+8=f(m)+5=f(m+C))/9
8: t—t+h
9: Fin Pour
10: I—(h/2)=I

11: Fin Fonction




