
Chapitre 4

Interpolation

4.1 Polynôme d'interpolation de Lagrange

Exercice 4.1.2

Soient n P N˚ et n` 1 couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi sont distincts deux à deux. On
note
Q. 1 1. Soit i P v0, nw. Montrer qu'il existe un unique polynôme Li de degré n véri�ant

Lipxjq “ δij , @j P v0, nw. (4.1)

2. Montrer que les pLiqiPv0,nw forment une base de RnrXs (espace vectoriel des polynômes à
coe�cients réels de degré inférieur ou égal à n).

On dé�ni le polynôme Pn par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiLipxq. (4.2)

Q. 2 Montrer que polynôme Pn est l'unique polynôme de degré au plus n véri�ant Pnpxiq “ yi,
@i P v1, nw.

De�nition 4.1

Soient n P N˚ et pxi, yiqiPv0,nw avec pxi, yiq P R
2 et les xi distincts deux à deux. Le polynôme

d'interpolation de Lagrange associé aux n` 1 points pxi, yiqiPv0,nw, noté Pn, est donné par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiLipxq, @x P R (4.3)

avec

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw, @x P R. (4.4)

Théorème 4.2

Le polynôme d'interpolation de Lagrange, Pn, associé aux n ` 1 points pxi, yiqiPv0,nw, est
l'unique polynôme de degré au plus n, véri�ant

Pnpxiq “ yi, @i P v0, nw. (4.5)
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Exercice 4.1.3

Ecrire la fonction Lagrange permettant de calculer Pn (polynôme d'interpolation de Lagrange
associé aux n` 1 points pxi, yiqiPv0,nw) au point t P R.

4.1.2 Erreur de l'interpolation

Soit une fonction f : ra, bs ÝÑ R. On suppose que les yi sont donnés par

yi “ fpxiq, @i P v0, nw. (4.6)

On cherche à évaluer l'erreur Enptq “ fpxq ´ Pnptq, @t P ra, bs.

Exercice 4.1.4

Soit f P Cn`1pra; bs;Rq. Soient n P N˚ et n ` 1 couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi sont
distincts deux à deux et yi “ fpxiq.
On note par Pn le polynôme d'interpolation de Lagrange associé aux points pxi, yiqiPv0,nw et πn le
polynôme de degré n` 1 dé�ni par

πnpxq “
n
ź

i“0

px´ xiq. (4.7)

Q. 1 Montrer que, @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle fermé contenant
x, x0, . . . , xn tel que

fpxq ´ Pnpxq “
πnpxq

pn` 1q!
f pn`1qpξxq. (4.8)

Indication : Etudier les zéros de la fonction F ptq “ fptq ´ Pnptq ´
fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πnptq.

Théorème 4.3

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn n` 1 points distincts de l'intervalle ra, bs. Soient f P Cn`1pra; bs;Rq et
Pn le polynôme d'interpolation de Lagrange de degré n passant par pxi, fpxiqq, @i P v0, nw. Alors,
@x P ra, bs, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq,

fpxq ´ Pnpxq “
f pn`1qpξxq

pn` 1q!

n
ź

i“0

px´ xiq (4.9)

4.1.3 Points de Chebyshev

Trouver px̄iq
n
i“0, x̄i P ra, bs, distincts deux à deux, tels que

max
tPra,bs

n
ź

i“0

|t´ x̄i| ď max
tPra,bs

n
ź

i“0

|t´ xi|, @pxiq
n
i“0, xi P ra, bs, distincts 2 à 2 (4.10)

On a alors le résultat suivant

Théorème 4.4

Les points réalisant (4.10) sont les points de Chebyshev donnés par

x̄i “
a` b

2
`
b´ a

2
cosp

p2i` 1qπ

2n` 2
q, @i P v0, nw. (4.11)
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4.1.4 Stabilité

On note Λn “ max
xPra,bs

n
ÿ

i“0

|Lipxq|, dites Constante de Lebesgue.

Proposition 4.5

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn des points distincts de ra, bs. L'application Ln : C0pra, bs;Rq ÝÑ RnrXs
qui a toute fonction f P C0pra, bs;Rq donne le polynôme d'interpolation de Lagrange Pn associés
aux couples de pxi, fpxiqqiPv0,nw est bien dé�nie et linéaire. De plus on a

}Ln}
def

“ sup
fPC0

pra,bs;Rq
f‰0

}Lnpfq}8
}f}8

“ Λn. (4.12)

Théorème 4.6

Pour toute fonction f P C0pra, bs;Rq, on a

}f ´ Lnpfq}8 ď p1` Λnq inf
QPRnrXs

}f ´Q}8 (4.13)

4.2 Polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite

Exercice 4.2.1

Soient pxi, yi, ziqiPv0,nw n ` 1 triplets de R3, où les xi sont des points distincts deux à deux de
l'intervalle ra, bs. Le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux n` 1
triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw, est dé�ni par

Hnpxiq “ yi et H1npxiq “ zi, @i P v0, nw (4.14)

Q. 1 Quel est a priori le degré de Hn?

On dé�ni le polynôme Pn par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiAipxq `
n
ÿ

i“0

ziBipxq (4.15)

avec, pour i P v0, nw, Ai et Bi polynômes de degré au plus 2n` 1 indépendants des valeurs yi et zi.
Q. 2 1. Déterminer des conditions su�santes sur Ai et Bi pour que Pn ” Hn.

2. En déduire les expressions de Ai et Bi en fonction de Li et de L
1
ipxiq où

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

.

Q. 3 Démontrer qu'il existe un unique polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite de degré au
plus 2n` 1 dé�ni par (4.14).
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De�nition 4.7

Soient n P N˚ et pxi, yi, ziqiPv0,nw n`1 triplets de R3, où les xi sont des points distincts deux à deux
de l'intervalle ra, bs. Le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite, noté Hn, associé aux
n` 1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw, est dé�ni par

Hnpxq “
n
ÿ

i“0

yiAipxq `
n
ÿ

i“0

ziBipxq (4.16)

avec
Aipxq “ p1´ 2L1ipxiqpx´ xiqqL

2
i pxq et Bipxq “ px´ xiqL

2
i pxq (4.17)

où

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

.

Théorème 4.8

Le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite, Hn, associé aux n`1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw,
est l'unique polynôme de degré au plus 2n` 1, véri�ant

Hnpxiq “ yi et H1npxiq “ zi, @i P v0, nw (4.18)

Exercice 4.2.2

Soit f P C2n`2pra, bs;Rq. On suppose de plus que, @i P v0, nw, xi P ra, bs, yi “ fpxiq et zi “ f 1pxiq.
On note

π2
npxq “

n
ź

i“0

px´ xiq
2

et Hn le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé aux triplets pxi, fpxiq, f
1pxiqqiPv0,nw.

Q. 1 Montrer que

|fpxq ´Hnpxq| ď

›

›f p2n`2q
›

›

8

p2n` 2q!
π2
npxq. (4.19)

Indications : Etudier les zéros de la fonction F pyq “ fpyq ´ Hnpyq ´
fpxq ´Hnpxq

π2
npxq

π2
npyq et

appliquer le théorème de Rolle.

Théorème 4.9

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn, n`1 points distincts de l'intervalle ra, bs. Soient f P C2n`2pra; bs;Rq et
Hn le polynôme d'interpolation de Lagrange-Hermite associé aux n`1 triplets pxi, fpxiq, f

1pxiqqiPv0,nw.
On a alors @x P ra, bs, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq, tels que

fpxq ´Hnpxq “
f p2n`2qpξxq

p2n` 2q!

n
ź

i“0

px´ xiq
2 (4.20)

Exercice 4.2.3

Ecrire une fonction algorithmique Hermite permettant de calculer Hn (polynôme d'interpolation
de Lagrange-Hermite associé aux n` 1 triplets pxi, yi, ziqiPv0,nw) en t P R.
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