
Exercice

Soit f P Cn`1
pra; bs;Rq. Soient n P N˚ et n` 1 couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que

les xi sont distincts deux à deux et yi “ fpxiq.
On note par Pn le polynôme d'interpolation de Lagrange associé aux points pxi, yiqiPv0,nw
et πn le polynôme de degré n` 1 dé�ni par

πnpxq “
n

ź

i“0

px´ xiq. (P-1)

Q. 1 Montrer que, @x P ra; bs, il existe ξx appartenant au plus petit intervalle fermé
contenant x, x0, . . . , xn tel que

fpxq ´ Pnpxq “
πnpxq

pn` 1q!
f pn`1q

pξxq. (P-2 )

Indication : Etudier les zéros de la fonction F ptq “ fptq´Pnptq´
fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πnptq.

Correction Exercice

Q. 1 S'il existe i P v0, nw tel que x “ xi alors l'équation (P-2) est immédiatement véri�ée.
Soit x P ra, bs distinct de tous les xi. Comme f P Cn`1

pra; bs;Rq, Pn P RnrXs et πn P
Rn`1rXs, on en déduit que la fonction F est dans Cn`1

pra; bs;Rq. La fonction F admet



2
aussi n ` 2 zéros : x, x0, ¨ ¨ ¨ , xn. On note ξ

r0s
x,1, ¨ ¨ ¨ , ξ

r0s
x,n`2 ces n ` 2 zéros ordonnés ξ

r0s
x,1 ă

¨ ¨ ¨ ă ξ
r0s
x,n`2. La fonction F étant continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br, le théorème de

Rolle dit qu'entre deux zéros consécutifs de F, il existe au moins un zéro de F 1 “ F p1q. Plus
précisemment on a

@i P v1, n` 1w, Dξ
r1s
x,i Psξ

r0s
x,i, ξ

r0s
x,i`1r tels que F p1qpξ

r1s
x,iq “ 0

et on en déduit que la fonction F p1q admet n ` 1 zéros ξ
r1s
x,1, ¨ ¨ ¨ , ξ

r1s
x,n`1 et l'on a ξ

r0s
x,1 ă

ξ
r1s
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

r1s
x,n`1 ă ξ

r0s
x,n`2. Il faut noter la dépendance en x des zéros de F 1 d'où la

notation un peu "lourde".

Montrons par récurrence �nie que pPkq est vraie pour tout k P v1, n` 1w

pPkq : Dξ
rks
x,i, i P v1, n` 2´ kw, ξ

r0s
x,1 ă ξ

rks
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

rks
x,n`2´k ă ξ

r0s
x,n`2 tels que F pkqpξ

rks
x,iq “ 0

Initialisation : Pour k “ 1, la preuve a déjà été faites.

Hérédité : Soit 1 ă k ´ 1 ă n ` 1, on suppose pPk´1q véri�ée. La fonction F pk´1q étant
continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br, le théorème de Rolle dit qu'entre deux zéros

consécutifs de F pk´1q, il existe au moins un zéro de F pkq. Par hypothèse F pk´1q admet
n` 2´ pk ´ 1q zéros véri�ant

ξ
r0s
x,1 ă ξ

rk´1s
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

rk´1s
x,n`2´pk´1q ă ξ

r0s
x,n`2
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La fonction F pk´1q est continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br puisque F P Cn`1

pra; bs;Rq.

Par application du théorème de Rolle, entre deux zéros de F pk´1q, il existe au moins
un zéro de F pkq. Plus précisemment pour tout i P v1, n` 2´ kw on a

Dξ
rks
x,i Psξ

rk´1s
x,i , ξ

rk´1s
x,i`1r, F pkqpξ

rks
x,iq “ 0

De plus, par construction, ξ
r0s
x,1 ă ξ

rks
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

rks
x,n`2´k ă ξ

r0s
x,n`2. et donc pPkq est

vraie.

Avec k “ n` 1 on obtient

pPn`1q : Dξ
rn`1s
x,1 Psξ

r0s
x,1, ξ

r0s
x,n`2r tel que F pn`1q

pξ
rn`1s
x,1 q “ 0

et donc

0 “ F pn`1q
pξ
rn`1s
x,1 q “ f pn`1q

pξ
rn`1s
x,1 q ´ Ppn`1q

n pξ
rn`1s
x,1 q ´

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πpn`1q
n pξ

rn`1s
x,1 q

Comme Pn P RnrXs, on a P
pn`1q
n “ 0. De plus πn P Rn`1rXs, et comme πnpxq “ xn`1

`

Qpxq avec Q P RnrXs (i.e. son monône de puissance n ` 1 à pour coe�cient 1) on obtient

π
pn`1q
n pxq “ pn` 1q! On a alors

f pn`1q
pξ
rn`1s
x,1 q “

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
pn` 1q!

˛


