
Exercice

Soient n P N˚ et n`1 couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi sont distincts deux
à deux. On note
Q. 1 1. Soit i P v0, nw. Montrer qu'il existe un unique polynôme Li de degré n

véri�ant
Lipxjq “ δij , @j P v0, nw. (P-1 )

2. Montrer que les pLiqiPv0,nw forment une base de RnrXs (espace vectoriel des
polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal à n).

On dé�ni le polynôme Pn par

Pnpxq “
n

ÿ

i“0

yiLipxq. (P-2)

Q. 2 Montrer que polynôme Pn est l'unique polynôme de degré au plus n véri�ant
Pnpxiq “ yi, @i P v1, nw.

Correction Exercice

Q. 1 1. De (P-1), on déduit que les n points distincts xj pour j P v0, nwztiu sont les n



2
zéros du polynôme Li de degré n : il s'écrit donc sous la forme

Lipxq “ C
n

ź

j“0
j‰i

px´ xjq avec C P R

Pour déterminer la constante C, on utilise (P-1) avec j “ i

Lipxiq “ 1 “ C
n

ź

j“0
j‰i

pxi ´ xjq

Les points xi sont distincts deux à deux, on a
śn

j“0
j‰i
pxi ´ xjq ‰ 0 et donc

C “
1

śn
j“0
j‰i
pxi ´ xjq

d'où

Lipxq “
n

ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw. (P-3)

Il reste à démontrer l'unicité. On suppose qu'il existe Li et Ui deux polynômes
de RnrXs véri�ant (P-1). Alors Qi “ Li ´ Ui est polynôme de degré n (au plus)
admettant n ` 1 zéros distincts, c'est donc le polynôme nul et on a nécessairement
Li “ Ui.
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2. On sait que dimRnrXs “ n` 1. Pour que les tLiuiPv0,nw forment une base de RnrXs

il su�t de démontrer qu'ils sont linéairement indépendants.
Soit λ0, ¨ ¨ ¨ , λn n` 1 scalaires. Montrons pour celà que

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ λi “ 0, @i P v0, nw

Noter que la première égalité est dans l'espace vectoriel RnrXs et donc le 0 est pris
au sens polynôme nul.
On a

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ðñ

n
ÿ

i“1

λiLipxq “ 0, @x P R

Soit k P v0, nw. En choisissant x “ xk, on a par (P-1)
řn

i“1 λiLipxkq “ λk et donc

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ

n
ÿ

i“1

λiLipxkq “ 0, @k P v0, nw ðñ λk “ 0, @k P v0, nw.

Les tLiuiPv0,nw sont donc linéairement indépendants.
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Q. 2 Par construction Pn P RnrXs et on a, @j P v0, nw1,

Pnpxjq
def

“

n
ÿ

i“0

yiLipxjq

“

n
ÿ

i“0

yiδi,j par (P-1)

“ yj .

Pour demontrer l'unicité, on propose ici deux méthodes

‚ On note Pa et Pb deux polynômes de RnrXs véri�ant (P-1). Le polynômeQ “ Pa´Pb

appartient aussi à RnrXs et il véri�e, @i P v0, nw,

Qpxiq “ Papxiq ´ Pbpxiq “ 0.

Les n` 1 points xi étant distincts, ce sont donc n` 1 racines distinctes du polynôme

Q. Or tout polynôme de degré n admet au plus n racines disctinctes2. On en déduit
que le seul polynôme de degré au plus n admettant n ` 1 racines distinctes est le
polynôme nulle et donc Pa “ Pb.

1A noter le choix de l'indice j. Que doit-on faire dans ce qui suit si l'on choisi i comme indice?

2Le théorème de d'Alembert-Gauss a�rme que tout polynôme à coe�cients complexes de degré n admet n

racines complexes qui ne sont pas nécessairement distinctes



5
‚ c'est l'unique polynôme de degré au plus n véri�ant (P-2) car la décomposition dans

la base tLiuiPv0,nw est unique.

˛


