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Résolution de systémes linéaires
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Soient A € M,(IK) une matrice inversible et b € K".

Résoudre

Ax =b

Le calcul de la matrice inverse A™! revient a résoudre n systémes linéaires.

b Pour résoudre un systéme linéaire, on ne calcule pas la matrice inverse associée.

e Méthodes directes : On cherche M inversible tel que MA facilement
inversible

Ax=b < MAx = Mb.

e Méthodes itératives : On cherche B et c,
xk = Bxl 4 ¢ k>0, xI% donne
en espérant limy_, oo x/Kl = x.
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Systéme diagonal
Soit A € M,(IK) diagonale inversible et b € K".

Xj = b,'/A,'J, Vie [[1, n]. (1)

Algorithme 1 Fonction RSLMATD1AG permettant de résoudre le systéme
linéaire a matrice diagonale inversible

Ax = b.
Données : A : matrice diagonale de M,(RR) inversible.
b : vecteur de R".
Résultat : x : vecteur de R".

1. Fonction x «— RSLMarDiac (A/b)
2:  Pour i — 1 a n faire

3: x(1) < b(i)/A(i, 1)

4. Fin Pour

5: Fin Fonction
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < )

Aig 0 ... 0 X1 by
O L |

: 0 : :

Apt oo ... Ann Xp bn

A inversible <=
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < )

Aig 0 ... 0 X1 by
O L |

: 0 : :

Apt oo ... Ann Xp b,

A inversible < A;; # 0,Vi € [1, n]
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Systéme triangulaire inférieur
Soit A € M,(K) triangulaire inférieure inversible (A;; = 0 si i < )

Aig 0 ... 0 X1 by
O L |

: 0 : :

Apt oo ... Ann Xp b,

A inversible < A;; # 0,Vi € [1, n]

Soit i € [[1, nﬂ, (AX), = b;, Z A,',ij = b;.

j=1
i—1 n i—1
b; = Z A,"J'Xj + A;’,'X,' + Z A,"j Xj = Z A,'J'Xj + A,',,'X,'
j=1 j=it1 T j=1

0

Xj =

1
Aii

i—1
(b,’ — Z A,"J'Xj> , Vie [[1,n]].
Jj=1
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1 i1 .
Xi:?,i b,-—ZA,-ij , Vie[l,n].

Jj=1
Algorithme 2 Algorithme 2
N Résoudre Ax = b en calculant 1: Pour i — 1 a n faire
: . t Cx 1 i—1
successivement Xy, X2, ...,Xp \ . b Z A,:J'Xj>
i o
3: Fin Pour
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1
= A ZA,JXJ , Vie[1,n].

Algorithme 2 Algorithme 2

1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i < 1 a n faire

1 = .
2: Xj «— b; — Z A,'JXJ') i1
Al,i < j=1 S «— Z Al’JXJ
. Fi Jj=1
3. Fin Pour — (b — S)/Ai;
4: Fin Pour
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1 i—1
= (B A ) vie ]
i, j=1

Algorithme 2

Algorithme 2

1: Pour i < 1 a n faire

i—1
2: S « Z A,‘_J'Xj
j=1
3: Xj < (b,'—S)/A,",'
4. Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

S0

Pour j < 1 aj—1 faire
S — S+ A(,J))=x())

Fin Pour

Méthodes directes

6: Xj «— (b, — S)/A,’J
7: Fin Pour
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i—1

1 .
Xi:?’,i bi_JZ;Ai’ij , Vie[l,n].

Algorithme 2 Fonction RSLTRIINF permettant de résoudre le systéme
linéaire triangulaire inférieur inversible

Ax = b.
Données : A : matrice triangulaire de M ,(IK) inférieure inversible.
b : vecteur de K".
Résultat : x : vecteur de K”.

1: Fonction x < RSLTRIINF (A,b)
2 Pour i < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai—1 faire
5: S« S+ A(,)) *x())
6: Fin Pour

7 (i)« (b(i) - S)/AG, )
8 Fin Pour

9: Fin Fonction
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Systéme triangulaire supérieur

Soit A € M () triangulaire supérieure inversible (A; ; = 0 si i > )

mer — |0 ]
0 0 Ann Xn bn

{3 Exercice

Ecrire la fonction RSLTRISUP  permettant de résoudre le systéme
triangulaire supérieure Ax = b.
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Lemme 1.1: 43

Soit (i,j) € [1,n]2. On note Pi¥! € M, (R) la matrice identitée dont on a
permuté les lignes i et j. Alors la matrice PE,"J] est symétrique et orthogonale.
Pour toute matrice A € M ,(K),

Q la matrice Pg’j]A est matrice A dont on a permuté les lignes i et j,

@ la matrice AP,[q'”] est matrice A dont on a permuté les colonnes / et j,

Lemme 1.2: 43

Soit A € M,(C) avec A11 # 0. Il existe une matrice E € M,(C) triangulaire
inférieure 3 diagonale unité telle que

EAe1 = A1,1e1 (3)

ol e; est le premier vecteur de la base canonique de C".
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Théoréeme 2: 43 Aghokake ¢

Soit A € M,(C). Il existe une matrice unitaire U et une matrice trian-
gulaire supérieure T telles que

A = UTU* (4)
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Algorithme de Gauss-Jordan

Ax=b <= Ux=f
ot U matrice triangulaire supérieure.
Opérations élémentaires sur les matrices :
e L; < L; permutation lignes i et j
e L; — L; + aLj combinaison linéaire
A I'aide d’'opérations élémentaires, on va transformer successivement en
n — 1 étapes le systéme. A I'étape j, on va s’arranger pour annuler les

termes sous-diagonaux de la colonne j de la matrice sans modifier les j — 1
premiéres colonnes.
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Etape
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Algorithme 3 Algorithme de Gauss-Jordan formel pour la résolution de
Ax=b

1: Pour j < 1a n—1 faire

2:  Rechercher I'indice k de la ligne du pivot (sur la colonne j, k € [, n])

3:  Permuter les lignes j (£;) et k (L) du systéme si besoin.

4. Pour i< j+1a nfaire

5 Eliminer en effectuant £; < L; — %EJ

6: Fin Pour "

7: Fin Pour

8: Résoudre le systéme triangulaire supérieur par la méthode de la remon-
tée.

Méthodes directes Méthode de Gauss-Jordan 2018/11/15 16 / 103



Algorithme 4 Algorithme de Gauss-Jordan avec fonctions pour la résolution de
Ax=b
Données : A : matrice de M,(IK) inversible.

b vecteur de K".

Résultat : x : vecteur de R".

Fonction x — RSLGauss (A, b)
Pour j < 1 3 n—1 faire
k < | CHERCHEINDPIVOT [(A, ) > a écrire

[A, b] — | PERMLIGNESSYs [(A, b, J, k) o> a écrire

1:
2
3
4
5: Pour i < j+ 1 a n faire
6
7
8

[A7 b] <_(A7 b7j7 '7_A(i>j)/A(jvj)) B a écrire
Fin Pour
Fin Pour
9:  x < RSLTriSup(A, b) = déja écrite
10: Fin Fonction
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Algorithme 6 Permutte deux lignes d’une matrice et

Algorith Recherche d’ ivot Ialgorith
gorithme 5 Recherche d'un pivot pour I'algorithme d'un vecteur.

de Gauss-Jordan.

- Données : A :  matrice de K).
Données: A : matrice de M,(K). /\/,l,"( )
. . . b . vecteur de K".
j ¢ entier,1<j<n. X . .
. LT . J.k i entiers, 1 <j, k<n.
Résultat : k : entier, indice ligne pivot

Résultat : A et b modifiés.

1 Fonction k « CrmreneixoPivor (A,j) 1: Fonction [A,b] — PeruLicNesSys (A, b, j, k

2 k « j, pivot — [A(j, )| )

3:  Pour i« j+1a nfaire N .
Af . 2:  Pour | < 1 a n faire

4 Si |A(i, j)| > pivot alors .

5: ke i 3 t <Ay, /)

6: pivot — [A(/, )] 4 AU, 1) < Ak, 1)
o Si 5. Ak D) —t

7 Fin Si i

8:  Fin Pour 6: Fin Pour

9: Fin Fonction 7t b(j), b(j) < b(k), b(k) — t

8: Fin Fonction

Algorithme 7 Combinaison linéaire £; < L; + aL; appliqué
4 une matrice et 3 un vecteur.

Données : A : matrice de M,(KK).
b 1 vecteur de K"
Jii : entiers, 1 <j,i < n.

alpha : scalaire de K
Résultat : A et b modifiés.

1: Fonction [A,b] «— CoumBLiGNESSYs (A, b, j,i,a)
2 Pour k <1 a n faire

3 (i, k) < A(i, k) + a = A(j, k)
4 F|n Pour

5. b(i) < b(i) + ab(j)

6: Fin Fonction
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43’ Exercice: Méthode de Gauss, écriture algébrique 43
Soit A € M,(C) inversible.
Q.1

Montrer qu'il existe une matrice G € Mp(C) telle que | det(G)| = 1 et GAe; = ey
avec o # 0 et e; premier vecteur de la base canonique de C".

Q.2
@ Montrer par récurrence sur |'ordre des matrices que pour toute matrice
A, € M, (C) inversible, il existe une matrice S, € M,(C) telle que |det S,| =1
et SpA, = U, avec U,, matrice triangulaire supérieure inversible.
@ Soit be C". En supposant connue la décompostion précédente S, A, = U,
expliquer comment résoudre le systéme A,x = b.

Q.3

Que peut-on dire si A est non inversible?

Indication : utiliser les Lemmes 1.1 et 1.2.
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On a donc démontré le théoréme suivant

Théoréme 3

Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe (au moins) une
matrice inversible G telle que GA soit triangulaire supérieure.
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13 Exercice: Factorisation LU J:}

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales d’ordre
i, notées A;, i € [1, n] (voir Definition B.46, page 190) sont inversibles.
Montrer qu'il existe des matrices EIKl € M,(C), k € [1, n — 1], trian-
gulaires inférieures a diagonale unité telles que la matrice U définie
par

U = El-1.. glilp

soit triangulaire supérieure avec U;; = det A;/(Ur1 x -+ x Uj_1,i—1),
Vie[1,n].
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Théoréme 4: Factorisation LU pRQ e ke A@Ad

Soit A € M,(C) une matrice dont les sous-matrices principales sont
inversibles alors il existe une unique matrice L € M,(C) triangu-
laire inférieure (lower triangular en anglais) a diagonale unité et une
unique matrice U € M,(C) triangulaire supérieure (upper triangular
en anglais) inversible telles ques

A=LU.

preuve :
o Existence : exercice précédant U = E[l"—11... E[lA
L (E[nfl] . ..E[1]>‘1
e Unicité : A=L,U; = L,U, ...
Méthodes directes Factorisation LU



Corollaire 4.1: \Aghake o ¢

Si A € Mp(C) est une matrice hermitienne définie positive alors elle
admet une unique factorisation LU.

preuve : A hermitienne définie positive alors toutes ses sous-matrices
principales sont définies positives et donc inversibles.
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Remarque 4.2

Si la matrice A € M,(C) est inversible mais que ses sous-matrices
principales ne sont pas toutes inversibles, il est possible par des
permutations préalables de lignes de la matrice de se ramener d une
matrice telle que ses sous-matrices principales soient inversibles.

Théoréme 5: Factorisation LU avec permutations MAgkokake ¢

Soit A € M,(C) une matrice inversible. Il existe une matrice P, pro-
duit de matrices de permutation, une matrice L € M, (C) triangulaire
inférieure & diagonale unité et une matrice U € M,(C) triangulaire
supérieure telles ques

PA = LU. (5)
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Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b < LUx=0b (6)

est équivalent a

Méthodes directes Factorisation LU 2018/11/15 26 / 103



Utilisation pratique de la factorisation LU

Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU

Trouver x € K" tel que

Ax=b <= LUx=0»b (6)

est équivalent a

Trouver x € IK” solution de

avec y € K" solution de
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par LU

Algorithme 8 Fonction RSLFactLU permettant de résoudre, par une fac-
torisation LU, le systéme linéaire

Ax=b
ou A une matrice de M,(R) définie positive et b e R".
Données : A : matrice de M,(RR) dont les sous-matrices
principales sont inversibles définie positive,
b : vecteur de R".
Résultat : x : vecteur de R".
1. Fonction x «— RSLFacTLU (A/b)
2:  [L,U] < FacTLU(A) = Factorisation LU
3: y < RSLTRIINF(L, b) > Résolution du systéme Ly = b
4. x < RSLTriSur(U,y) = Résolution du systéme Ux =y
5: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction FAcTLU
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

1 0 .. 0 Ur (. Uin
Atr A ... A by 1 0 .0 0 U ... ... Usp
Ayt Ap ... Ao . ) )
i . i . =|Llz1 L3p " . : 0 0 U3
Ant Anz oo Ann : : - . 0 : : . . :
Loy Lpp ... Lpp1 1 0 0 . 0 Upp

On connait A, on cherche L et U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

10 ... ... 0\ (U1 Us ... ... U,
Ar A Al Ly 1 0 ... 0|l 0 Us ... ... U
A1 A ... Ao . . . -
i K . K =|Ll3; L3p L - . 0 0 Us3
Ani Anz oo Ann oo 0

Lpa Lpo . Lop-1 1 0 ( 0 U

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

10 ... .. O\ [Uy Uso ... ... Un
A A o Arg Ly 1 0 .. 0 0 Usn .. . Usyp
Avp A ... Ao .
. ) =|Ls1 L2 0 ( U-
Ani Ana oo Ann : R

Lot Lno Lppno1 1 0 0 U,

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

Ui Ua oo .. Uiy

A Ao A (L1 o L ol o w U
2,1 b2 o o U
Arr A2 ... Aan . "
SRR P VP 0 U
Avs Anz oer Ann : :
Lon Ly L 1\ o 0 U

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U

e Etape 2:

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

10 ... ... O\ [Ui1 Us ... ... U,

A1l Az A [y 1 0 0 U Us
A1 Asa A
R 0 0
At Ana Ann 5
Lo Lno 0 0

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U

e Etape 2:

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la
deuxiéme colonne de L car on connait la premiére colonne de L
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

A1l Az A1n [y 1 0 0 U Us
Az Azn Az
= L1 L2 0 0 Uss
At Avo oo Ann ol ¢
L Ln2 Lpp-1 1 0 ( 0 Unn

e Etape 1:

» On connait la premiére ligne de L = on peut calculer la premiére
ligne de U

» On connait la premiére colonne de U = on peut calculer la
premiére colonne de U

e Etape 2:

» On connait la deuxiéme ligne de L = on peut calculer la deuxiéme
ligne de U car on connait la premiére ligne de U

» On connait la deuxiéme colonne de U = on peut calculer la
deuxiéme colonne de L car on connait la premiére colonne de L
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Soit A € M,(IK) admettant une factorisation LU.

1 0 .. 0 Uig Uiz ... ... Un
Al Az o Aus Ly 10 .. 0off o hy .. . U
A1 Ao ... Aon . .
e e SRR 0 0 U
Ar‘vl A,‘,; . A;w 0 .
Lni Lnp Lpp1 1 0 0 0 Unn
e Etape /:
On connait les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1 premiéres
lignes de U.

Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
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Par récurrence, en supposant les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1
premiéres lignes de U.

e 0 0ff O 0 o o . . .
. 0
A . e o O 0 0 0 e . .
N . of Li; O 0 0 - 0| Ui o .
. : 0
0 : .
° of o o Ln, 0 0| 0 0 Unn
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Par récurrence, en supposant les i — 1 premiéres colonnes de L et les i — 1
premiéres lignes de U.

e 0 0ff O 0 o o . . .
. 0
A . e o O 0 0 0 e . .
N . of Li; O 0 0 - 0| Ui o .
. : 0
0 : .
° of o o Ln, 0 0| 0 0 Unn
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— Connus
e 0 - 0 0 0 o o o o °
. : 0 : . ‘:_1
P L o ([0 oo o
- ° R . 0 0 0 0:U; o L
. S0
0 .
. of o o L., 0 0:0 0 Unn
Connvs .
v

Par récurrence, on suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de L et les
i — 1 premiéres lignes de U.
Peut-on calculer la colonne i de L et la ligne i de U?
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S— Connus
e 0 -~ 00 - v 0 e o - e e - .
] ]

. i 0 :i : : -1
A |l e o0 - I 0 o!e ... o
e (L O 0 ][] 0 : OIU . .
S Lo
! !

o 0 ! .
. . -E . o Lun 0 OE 0 0 Upn
Connus L..-4 .
iyl (W]

> |iﬁn( 2 de ll connve
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4.1
 S— Connus
e 0 O 0 0 o o .. e e °
. i 0 »
Ao o . 0 - 0 ,,(.? 7777777 0 e ”é 7777777 ol
[ o[(Liy O 0 |10 0: U, o o |
: D) e 1o
5 0 5§ .
. of o L, 0 0:0 0 Unn
Connus L% W
> liane I de U connue On Pevt oa((UIU l[a,‘& 4 dc %
On cherche U, Vj € [i, n].
.. connus =1 . =0
n i—1 i+1
def
AjE Y Lkl =D LicUij+ Lii Uj+ > Lk Usj
k=1 k=1 k=1
i—1
U,'J = A,'yj — Z L,',kUk’j, Vj € [[i, nﬂ.
k=1

Méthodes directes

Factorisation LU 2018/11/15 30 / 103



< > Connus
e« 0 - 00 - 0 -« e .
! i
. i 0 :i : : L‘-I
Ao . . o: 0 .- 0 ”Q 77777777 0 .. oo o
e o[ Ly 0 o J|| O HAD <]
L o
! !
: 0 | .
o o efe e L, )\ 0 0il0 0 U
Connvs

w

On connail” la oolonn(' cde U
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s Connus
e 0 00 ...... 0 o o - ei[e |- - Py
° : : 0 i-l
. o o0 i .- 0 0 0 e'| e | -t .un .
A=l T 0 ol 0] . ol
. 5 L
0 .
PR ol | e o L,. 0 - .- O:L 0 Unn
Connvs .
. (%] .
On Pg,/t Cal(l/lw lq (a{onn(, (de L & On comail” la coloane < de U
On cherche L;; Vje[i+1,n], (Li;=1)
, ;4 connus connu ., =0
def
Aii € Y LwUki = 35 LUk L~ Ui+ 3 L Uk
k=1 k=1 k=1
i—1

Lii= | Aii = D) LiwUii | /Uiy Viel[i+1,n].
k=1
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Algorithme 9 Algorithme 9
1 | Calculer les matrices L et U }\

: Pour i < 1 a n faire

Calculer la ligne i de U.
Calculer la colonne i de L.
- Fin Pour

AW N =

Méthodes directes Factorisation LU 2018/11/15 31 /103



Algorithme 9 Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour / < 1 a n faire
2 Calculer la ligne i de U.

3 Calculer la colonne i de L.
4. Fin Pour

a .
Pour j < 1ai—1 faire
U(i,j) <0

Fin Pour

Pour j < i a n faire
i1
Uij— Aij— >, LixUsj
k=1
Fin Pour

Pour j < 1 a i —1 faire

© @ N c\fm.bwm
Y

Ljj <0
10:] Fin Pour
11:) Lij<1

Pour j < i+ 1 a n faire

i—1

13: Ljy; — U%,r (Aj,,' - Z L‘,k Uk,i)
k=1

14:| Fin Pour

.
15: Fin Pour
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Algorithme 9

1: Pour i < 1 a n faire
2: Pourj <« 1ai—1 faire
3 U(i,j) <0

4. Fin Pour

5. Pour j < i a n faire

i—1
6: U,‘J‘*A,‘J*ZL,‘_’;(U;(J
k=1

7. Fin Pour
8:  Pourj <« 1ai—1 faire

9: Lj,i —0
10:  Fin Pour
11: Lij—1

12:  Pour j < i+ 1 a n faire

i—1
13: Lj.’,' «— ﬁ (Aj_’,‘ — Z Lj,kUk,i>
k=1

14:  Fin Pour
15: Fin Pour

Méthodes directes

Algorithme 9
1: Pour i < 1 a n faire
2 Pour j — 134/ — 1 faire
5 UGig) <0
4. Fin Pour
5. Pourj < i a n faire
i-1
St Y LinUij
k=1
Uj<—Aij— S
8:  Fin Pour
9:  Pourj <« 1aij-—1 faire
10: Ljy,‘ —0
11:  Fin Pour
122 Lij<1
™ 13 Pourj <« i+1a nfaire
i-1
Sy Z Lj kUi
k=1
15: Ljy,‘ “«— U,',,' (Ajwj - 52).
16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Factorisation LU
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Algorithme 9 Algorithme 9
1. Pour i < 1 a n faire 1. Pour i < 1 a n faire
2: Pourj <« 1ai-1faire 2. Pourj<« 1ai-—1faire
3 UG <0 3 UGj) <0
4 Fin Pour 4 Fin Pour
5. Pour j < ia n faire 5. Pour j < ia n faire
i-1
6: S« Z L;,kde' 6 S1<0
k=1 \ 7 Pour k — 1 ai—1 faire
7 Uij—Aij— St % Sy St+ Ligx Uy
8 Fin Pour 9 Fin Pour
9:  Pourj <« 1ai—1 faire
10: Lji =0 10 Uij—Aij— S
11:  Fin Pour 11:  Fin Pour
122 Lij<1 12. Pour j < 1ai—1 faire
13 Pour j < i+ 1 a n faire 13 Ljj <0
i-1 14 Fin Pour
14 Sy Z Lj kUi 15 L1
k=1 16:  Pour j < i+ 1 a n faire
1
15: Ljj— Aji—S2).
P Uy *, ) 17 S0
16 Fin Pour 18 Pour k < 14— 1 faire
17: Fin Pour \19—> So Sy + Ljgx Ug;
20! Fin Pour
21 Lji ! (Aji — S2)
Jsi Ui i 2) -
22:  Fin Pour
23. Fin Pour
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Algorithme 9 Fonction FAcTLU permet de calculer les matrices L et U dites matrice de
factorisation LU associée a la matrice A, telle que

A=LU
Données : A : matrice de M,(IK) dont les sous-matrices principales
sont inversibles.
Résultat : L : matrice de M,(K) triangulaire inférieure
avec Ljj =1, Vie[l,n]
U : matrice de M,(K) triangulaire supérieure.

1: Fonction [L,U] « FactLU (A)

22 U<0, > 0, matrice nulle n x n
33 L<1, > |, matrice identitée n x n
4. Pour i< 1a nfaire

5; Pour j — i a n faire = Calcul de la ligne i de U
6: S <0

7 Pour k — 1 a i —1 faire

8: S1 «— S1+ L(i, k) = U(k,j)

o Fin Pour

10: U(i,j) < A(i,j) — S

11: Fin Pour

12: Pour j — i+ 1 a n faire = Calcul de la colonne i de L
13: 52 —0

14: Pour k — 13— 1 faire

15: So — S+ L(j, k) = U(k, i)

16: Fin Pour

1. LG, 1) — (Aji — S2) /UG, ).

18: Fin Pour

19:  Fin Pour
20: Fin Fonction
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Soit A € M,(C) hermitienne inversible admettant une factorisation LU.
On pose
D = diagU et R = D™U.

R est alors triangulaire supérieure a diagonale unité. On a alors
A =LU=LDD'U = LDR.

A hermitienne A* = A = A =R*(D*L*) = L(DR)

Par unicité de la factorisation LU :

R*=LetD*L*=DR = R*=LetD*=D
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Théoréme 6: Factorisation LDL* YAeke & & ¢

Soit A € M,(C) une matrice hermitienne inversible admettant une
factorisation LU. Alors A s'écrit sous la forme

A = LDL* (9)

ou D = diag U est une matrice a coefficients réels.

Corollaire 6.1: 43 MAghe o o'

Une matrice A € M,(C) admet une factorisation LDL* avec L €
M,,(C) matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et D € M,(R)
matrice diagonale a coeffcients diagonaux strictement positifs si et
seulement si la matrice A est hermitienne définie positive.
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¥ Definition

Une factorisation réguliére de Cholesky d'une matrice A € M,(C)
est une factorisation A = BB™* ou B est une matrice triangulaire in-
férieure inversible.

Si les coefficients diagonaux de B sont positifs, on parle alors d'une
factorisation positive de Cholesky.

Théoréme: Factorisation de Cholesky 4% Aghekake ¢
La matrice A € M,(C) admet une factorisation réguliére de Cholesky

si et seulement si la matrice A est hermitienne définie positive. Dans
ce cas, elle admet une unique factorisation positive.
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b€ C". On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x=b)

est équivalent a
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive et b€ C". On note B la
matrice de factorisation positive de Cholesky de A.

Trouver x € C" tel que

Ax =b (<= BB*x=b)

est équivalent a

Trouver x € C" solution de

B*x =y (11)

avec y € C" solution de
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Algorithme de résolution de systémes linéaire par Cholesky

Algorithme 10 Fonction RSLCHOLESKY permettant de résoudre, par une
factorisation de Cholesky positive, le systéme linéaire

Ax = b
ou A une matrice hermitienne de M ,(C) définie positive et b e C".

Données : A : matrice de M,(C) hermitienne définie positive,
b : vecteur de C".

Résultat : x : vecteur de C".
1. Fonction x — RSLCHoLESKY ( A, b))
2: B« CuoLesky(A) > Factorisation positive de Cholesky
3:  y <« RSLTRrIINF(B, b) > Résolution du systéme By = b
4. U« MaTADJOINTE(B) > Calcul de la matrice adjointe de B
5. x < RSLTriSur(U,y) = Résolution du systéme B*x =y
6: Fin Fonction

Il nous faut donc écrire la fonction CHOLESKY
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
B11 0 0 Bi1 ... ... Bnpa
A1l ... Aln . . . .
. B : e 0
Apl ... Ann : 0 ) )
Bp1 ... ... Bpng 0 ... 0 Bnn
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
Bip 0 0 11 Bn1
A1l ... Aln
B 0
Apl ... Ann 0 )
Bn,1 Bn,n 0 0 Bn,n

)

o Calcul de By 1 (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.
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Soit A € M,(C) hermitienne définie positive. il existe une unique matrice
B € M,,(C) triangulaire inférieure avec B;; € R™*, Vi € [1, n], telle que

A = BB*
c'est a dire
Bip 0 0 11 Bn1
A1l ... Aln
_ 0
Ap1 .. Anpn : ’ 0 )
Bn1 Bn.n 0 ... 0 Bnn

o Calcul de By 1 (la 1ére ligne de B est donc déterminée)
= calcul 1ére colonne de B.

e Puis calcul de B> (la 2éme ligne de B est donc déterminée)
— calcul 2éme colonne de B.

e Etc...
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Soit i € [1, n]. On suppose connues les i — 1 premiéres colonnes de B.
Peut-on calculer |la colonne i de B?

n n
A=BB* — A;;= Z Bj k(B*)k,i = Z Bj kBjk
k=1 k=1
Or B triangulaire inférieure (i.e. B;j = 0si j > i)
i—1
2 2
Aii = ) Bl + [Biil

k=1

et donc
1/2

i—1
Bij = | Aii— ), [Bil?
j=1

Méthodes directes Factorisation de Cholesky 2018/11/15 41 / 103



Il reste a déterminer B;;, Vj e [i +1,n].

n n
i = Z Bj,k(B*)k,i = Z Bj kBi k; V_j € [[I + 1, n]]
k=1

k=1

Comme L est triangulaire inférieure on obtient

i—1
ZBjkB,k—ZBJkB,k—i-BJ,B,,, Vjieli+1,n]
k=1 k=1

Or B;; > 0 connu et les i — 1 premiéres colonnes de B aussi.

Bjj = - ZBJkB,k , Vjeli+1,n]
II
Bji = 0, Vje [1, I — ].ﬂ.
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Algorithme 11 | Rg

Algorithme 11 | R4

1. | Calculer la matrice B }\

Méthodes directes

NS

1: Pour /i — 1 a n faire

2:  Calculer B; j, connaissant les j —
1 premiéres colonnes de B.

3:  Calculer la i¥™¢ colonne de B.

4. Fin Pour

Factorisation de Cholesky 2018/11/15 43 / 103



Algorithme 11 Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire 1: Pour i < 1 a n faire

5. Calculer Bj ;, connaissant les 12
’ i — 1 premiéres colonnes de B. _\\ -t )
B Bii < | Aij Z |B1,j|
3 Calculer la i*™® colonne de B.
4: Fin Pour Pour j — 14 i— 1 faire
4: Bji < 0
Fin Pour

\)6< Pourj<—i+1;?|nfaire

7: Bji<« — | Aji — Z Bj, kBik k|-
Bi,i

Fin Pour

@

|\
9: Fin Pour
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Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i1 1/2
2
{1 — | A= ) [Biyl
j=1

Pour j «— 13/ —1 faire
Bj,i < 0
Fin Pour

N

A

Pour j — i+ 1 a n faire

1 i—1
T Bjj < ; Aji— 2 Bj,kﬁ,k .
hi k=1

8. Fin Pour
9: Fin Pour

Méthodes directes

1: Pour i < 1 a n faire

i1
St > IBijP

-1
B — (A — S1)Y?

4. Pourj < 1lai-—1faire
5: Bji < 0
6 Fin Pour
7. Pour j < i+1a nfaire

10:  Fin Pour
11: Fin Pour

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11

Algorithme 11

1: Pour i < 1 a n faire

i—1
2 S ) IBiyP
j=1
1/2
3 By (A —S1)Y
4: Pourj<— 1ai—1faire
5: Bj,i < 0
6:  Fin Pour
7. Pour j < i+1a n faire
i-1
8: Sy« Z Bj kBi k
k=1
1
o: Bji — — (Aji — $2).
Bii
10:  Fin Pour
11: Fin Pour

1: Pour i < 1 a n faire

51 <0

Pour j «— 1 ai—1 faire
S1 < 51+ ‘Bi,j‘2

Fin Pour

6:  Bjj < (Ajj— S1)Y2

7. Pourj<« 1lai-—1faire
8: Bji < 0

9:  Fin Pour

10:  Pour j < i+ 1a n faire

11: 52 0
Pour k — 1 ai—1 faire
So— S+ Bj,km

Méthodes directes

14 Fin Pour
1
15: Bji «— — (Aj,i — 52) .
. Biji
16:  Fin Pour
17: Fin Pour

Factorisation de Cholesky
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Algorithme 11 Fonction CHOLESKY permettant de calculer la matrice B, dites matrice de
factorisation positive de Cholesky associée a la matrice A, telle que

A = BB*.
Données : A : matrice de M,(C) hermitienne définie positive.
Résultat : B : matrice de M,(C) triangulaire inférieure

avec B(i,i) >0, Vie [1,n]

1: Fonction B «— Crorrsky ((A)

2:  Pour i < 1a n faire

3 S« 0

4 Pour j — 1 ai—1 faire

5: S1 S+ |B(l',j)‘2

6 Fin Pour

7 B(i, i) < sQrr(A(i, i) — 51)

8 Pour j — 13 i—1 faire

9 B(j,i) <0
10: Fin Pour
11: Pour j < i + 1 a n faire
12: S« 0
13: Pour k — 1 a i —1 faire
14: Sy — S+ B(j, k) «B(i, k)
15: Fin Pour
16: B(j, i) < (A, i) — S2)/B(i, ).
17: Fin Pour

18:  Fin Pour
19: Fin Fonction
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{3 Exercice

Proposer une méthode permettant de tester la fonction CHOLESKY .
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¥ Definition: Matrice élémentaire de Householder

Soit u € C" tel que |u|, = 1. On appelle matrice élémentaire de
Householder la matrice H(u) € M,(C) définie par

H(u) = | — 2uu™. (13)

Propriété: Y

Toute matrice élémentaire de Householder est hermitienne et unitaire.
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Propriété: 43

Soient x € K" et u € K", |u[, = 1. On note x| = proj, (x) Eu,x)u
et x; =x —x). On a alors

H(u)(x1 +x)) = x1 —x. (14)
et

H(u)x = x, si {(x,uy=0. (15)
Théoréme: Y
Soient a, b deux vecteurs non colinéaires de C" avec |b|, = 1. Soit
a € C tel que |o| = ||a||, et argav = —arg{a, b) [x]. On a alors

H (a_o‘b> a=ab. (16)

|la — abl,
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£ Exercice: 43
Soient a et b deux vecteurs non nuls et non colinéaires de C” avec |b|, = 1.

Q.1

Ecrire la fonction algorithmique HOUSEHOLDER permettant de retourner une matrice
de Householder H et « € C tels que H(u)a = ab. Le choix du « est fait par le
paramétre ¢ (0 ou 1) de telle sorte que argx = — arg({a, b)) + dm avec |a| = ||a|, .
Des fonctions comme pot(a, b) (produit scalaire de deux vecteurs), Norm(a) (norme
d’un vecteur), ARG(z) (argument d’un nombre complexe), MaTPROD(A, B) (produit
de deux matrices), CTRANSPOSE(A) (adjoint d'une matrice), ... pourront étre utilisées

Q.2

Proposer un programme permettant de tester cette fonction. On pourra utiliser la
fonction VECRAND(n) retournant un vecteur aléatoire de C", les parties réelles et
imaginaires de chacune de ses composantes étant dans )0, 1[ (loi uniforme).

Q.3

Proposer un programme permettant de vérifier que 6 = 1 est le "meilleur" choix.
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Corollaire 6.2: ey

Soit a€ C" avec a1 # 0 et 3j € [2, n] tel que a; # 0. Soient § = arg a;
et
a+lal,e’e;

lat[all, ee

uy =

Alors
H(u+)a = F |af, €€ (17)

ou e; désigne le premier vecteur de la base canonique de C".
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Théoréme 7: 53‘:_5 PAghofake ¢

Soit A € M,,(C) une matrice. |l existe une matrice unitaire Q € M, (C)
produit d’au plus n — 1 matrices de Householder et une matrice trian-
gulaire supérieure R € M,(C) telles que

A = QR. (18)

Si A est réelle alors Q et R sont aussi réelles et I'on peut choisir Q de
telle sorte que les coefficients diagonaux de R soient positifs. De plus,
si A est inversible alors la factorisation est unique.

Méthodes directes Factorisation QR 2018/11/15 51 / 103



#¥ Exercice: Algorithmique 4B

Q.1

Ecrire une fonction FACTQR permettant de calculer la factorisation
QR d'une matrice A e M, (C).
On pourra utiliser la fonction HOUSEHOLDER (voir Exercice 49,

page 75).

Q.2

Ecrire un programme permettant de tester cette fonction.
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¥ Definition
Une norme sur un espace vectoriel V est une application [ef : V — R™
qui vérifie les propriétés suivantes

o |v[=0<=v=0,

o |av|| =la||v|, Vae K, Yve V,

o Ju+v|| < |ul +|v|, ¥(u,v)e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On ap-
pelle espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d’une norme.
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Proposition

Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, I'application |e , définie

par
i 1/p
v, = <Z |v,-|f’>
i=1

est une norme sur K".

Normes usitées :

n n 1/2
2
vy =X vl vl = (Z il ) » Vil = max vl
i€[1,n]

i=1 i=1 ’
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Lemme 8.1: Inégalité de Cauchy-Schwarz @

Vx,y € K"
[y | < [z [yl - (19)

Cette inégalité s'appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité
si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Lemme 8.2: Inégalité de Holder Y

Pourp>1et%+%=1,onan,ye]K”

n n 1/p n 1/q
> bayil < (Z |Xi|p> <Z |Yi|q> = Ixl, lylg - (20)
i=1 i=1 i=1

Cette inégalité s’appelle I'inégalité de Holder.
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¥ Definition 8.3

/ LLo 2 0
Deux normes |e| et ||e|", définies sur un méme espace vectoriel V,
sont équivalentes s'il exite deux constantes C et C’ telles que

Ix|' < Clx| et |x| < C'|x|' pourtoutxe V.  (21)

Proposition

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équiv-
alentes.
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¥ Definition 8.4
Une norme matricielle sur M, (IK) est une application ||e| : M ,(K) —
R™* vérifiant
QO |Al=0<A=0,
Q |aA| = |af |Al, Va e K, VA e M,(K),
© |A+B| < |A|l+|B|, V(A B) e M,(K)? (inégalité triangulaire)
O |AB] < |A][B, V¥ (A,B) e Mu(K)>

Peut-on étendre cette définition sur M, ,(IK)?

Normes vectorielles et normes matricielles
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Proposition: 4%
Etant donné une norme vectorielle [[o| sur K", I'application [e], : M,(K) — R* définie par

IAv]
IAl = sup (22)
veK" ”V”
v#0

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (a la norme vectorielle donnée).
Elle vérifie

Al = su][g)" |Av| = sup |[Av|| = inf{aeR: |Av| < a|v|, Yve K"}. (23)

VE VE
Ivii<1 [vi=1

De plus, pour tout v € K" on a
IAv] < Al [lv] (24)

et il existe au moins un vecteur u € K" < {0} tel que
lAul = Al lu] - (25)

Soit | la matrice identité d'ordre n, on a
s = 1. (26)
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Théoréme 9: 43

Soit Ae M,(K). On a

Av|

All, & H 1 _ , 27

H Hl H Hl JE[[l n]]z |aJ| ( )
All, & HAVHz — /P (A*A) = \/p (AA¥) = |A* 28
” H2 H H - p( )_ p( )_ H H2 ( )

Av
Al, = s ” = j 29
[ Hoo e]P?" ”V“oo le[[l n]] Z ’aj‘ (29)
v#0

La norme | o], est invariante par transformation unitaire :

UU* = I — [A], = [AU], = [UA[, = [U*AU[, . (30)
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Corollaire 9.1

© Si une matrice A est hermitienne,on a |A[, = P(A).

@ Si une matrice A est unitaire, on a ||A, = 1.
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¥ Definition 9.2

, on dit qu’'une suite

Soit V un espace vectoriel muni d’une norme ||e
(vk) d’éléments de V' converge vers un élément v € V, si

I —v|=0
kgnooHVk v|

et on écrit

v = lim v.
k—o0
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Théoréme 10: admis

Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :

Q lim Bk =0,
Q lim,_, BXv = 0 pour tout vecteur v,
0 r(B) <1,

Q |B| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

Théoréme 11: admis

Soit B une matrice carrée, et |e| une norme matricielle quelconque.
Alors

lim HBkul/k — p(B).

k—o0
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Soient A € M, (KK) inversible et b e K".

Ax =b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?
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Exemple de R.S. Wilson

Soient
1 1
10 7 8 7 0 0 5 s
| 75 6 5 B A 0 0
A=l 8610 o BA° 0 —?1—0 —& 0
1 1
7 5 9 10 — 5 — 1% 0 —g5

et b® = (32, 23, 33, 31), (Ab)® = (i, — 15+ 1o+ —1og) - Des calculs
exacts donnent

Ax =b = x*'=(11,1,1)

o1 9 27 79
Au=(btAb) — ut— (2 9 2019
u=(b+Ab) u (50’ 25’20’100)

~ (1.8, —0.36, 1.3, 0.79)
(A+AA)v = b — vb=(-81,137, —34, 22)
18283543 31504261 3741501 5235241
461600 ' 461600 ' 230800 ’ 461600)
~ (—39.61, 68.25, —16.21, 11.34)

(A+AA)y = (b+Ab) < y'= (—
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Soient A € M, (IK) inversible et b e K".

Ax =b

De petites erreurs sur les données engendrent-elles de petites erreurs sur la
solution?

Non, pas forcément!

Le systéme linéaire prédédent est mal conditionné.

On dit qu'un systéme linéaire est bien conditionné ou qu'il a un bon
conditionnement si de petites perturbations des données n’entrainent
qu’une variation raisonnable de la solution.

Est-il possible de "mesurer" le conditionnement d'une matrice?
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¥ Definition 12.1

Soit ||.| une norme matricielle subordonnée, le conditionnement d'une
matrice réguliére A, associé a cette norme, est le nombre

cond(A) = ||A| HA_1H :

Nous noterons cond,(A) = [A[, ||A‘1Hp.

Conditionnement d'un systéme linéaire 2018/11/15 70 / 103



Proposition: 4%

Soit A une matrice réguliére. On a les propriétés suivantes
Q Va e K*, cond(aA) = cond(A).
@ cond,y(A) =1, Vpe [1, +x].

© condy(A) =1 si et seulement si A = aQ avec av € K* et Q
matrice unitaire
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Théoréme 13: 5313

Soit A une matrice inversible. Soient x et x + Ax les solutions respec-
tives de
Ax=b et A(x+Ax)=Db+ Ab.

Supposons b # 0, alors I'inégalité

Aax] _

I

|Ab]

T

est satisfaite, et c’est la meilleure possible : pour une matrice A donnée,
on peut trouver des vecteurs b # 0 et Ab # 0 tels qu’elle devienne une
égalité.
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Théoréme: 43

Soient A et A + AA deux matrices inversibles. Soient x et x + Ax les
solutions respectives de

Ax =bet (A+ AA)(x+ Ax) = b.
Supposons b # 0, alors on a

[2A]

Ax
|Ax] < cond(A) Al

B el | P
[x + Ax|

Remarque 13.1

Une matrice est donc bien conditionnée si son conditionnement est
proche de 1.
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Méthodes itératives pour la résolution du systéme linéaire
Ax = b.
Trouver une matrice d’itération B et d'un vecteur c telles que
xUH = BxlK 4 ¢, k =0, x[% arbitraire

vérifie
lim xkl = % avec x = A"1h
k—o0
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Soit A € M,(K) une matrice réguliére, avec Vi € [1,n], A;; # 0

A1 O 0 0 0 0 A1 Al,n
0 A :
A = + ° +
0 : Anfl,n
0 0 Apn Ap1 Apn-1 O 0 0
—F
= D-E-F= D
—E
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n i—1 n
Ax=b — Vi, b,'ZZA,"ij:ZA,'JXJ'+A;’,'X,'+ ZA;’J’XJ'
j=1 j=1 j=it+1

La méthode itérative de Jacobi :
i—1 n
b; = Z A;J)(J.[k] + A,‘7,'Xl-[k+1] + 2 A,‘ij[k] Vie[1,n]

j=1 Jj=i+1

ou encore

k+1 1 4 k .
Xi[ ]:rﬁ b'._.Z.AUXj[] Vie[1,n]
J=1j#i
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i—1

n
Ax=b — Vi, b,'ZZA,"jXJ ZA,JXJ+A,,X,+ Z Aj jXj
j=1 Jj=1 Jj=i+1

La méthode itérative de Jacobi :

i—1
b; —ZA,JX +A,,X[k+1 + 2 A,dxk Vie[1,n]
Jj=1 Jj=i+1

b = Dxth+1 — Exlkl — pxl]

ou encore

X,-[k+1] <b— Z A,Jx > Vie[1,n]

J=1j#i

x — DY E 4+ F)x!K + Db
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n i—1 n
Ax=b — Vi, b,'ZZA,',jXJ'ZZA,'JXj—i-A,'y,'X,'-i- Z AjjXj
j=1 j=1 j=i+1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :

i—1 n
k+1 k+1 k .
b; = A,'7,'XI-[ ] + g A,'JX} ] + E Ai,jxj[ ] Vie [[1, n]
j=1 j=i+1

ou encore

1 i—1 n
Xi(k+1) - = (b- 2 AUXj[k+1] _ Z Ainj[k] Vie[1,n]
Al j=1 j=i+1
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n i—1
Ax=b = Vi, b":ZA"JXJ ZA,JXJ-FA,,X,-F ZA,’JXJ
j=1 j=1 Jj=i+1
La méthode itérative de Gauss-Seidel :
k1] | Kk+1 < K
+ + .
b; = A,‘7,'XI-[ ] + Z A,'JX} ] + Z A,'JXJ-[ ] Vie[l,n]

j=1 j=i+1

b _ Dx[k+1] _ Ex[k-'rl] _ Fx[k]

ou encore

i—1 n

(k+1) 1 L k1] K )

X; = (b, ZIAUXJ. Z AjiX; > Vie[1,n]
J:

j=it+1

xU1 — (D —E)*FxIK + (D —E) b

Méthodes itératives Méthode de Gauss-Seidel 2018/11/15 81 / 103



Plan

@ Méthodes itératives

@ Méthode de relaxation
"~ Méthodes itératives

o
Méthode de relaxation

[

= T 9ac
2018/11/15 82 / 103



Soit w € R*.

X[k+1] _ W)A([k+1] +(

, , 1-— W)X[k]

i

oll >“<,-[k+1] est obtenu & partir de I'une des deux méthodes précédentes.

Avec la méthode de Gauss-Seidel : méthode S.0.R. (successive over
relaxation)

i—1 n
w
X,-[k+1] = — (b,- - Z A,'jxj[kH] - Z A,-J-xj[k]> +(1— W)Xl-[k] Vie[1,n]
Aii j=1 Jj=i+1
13 Exercice 14.1: 43
Déterminer la matrice d'itération B et le vecteur ¢ tels que
xUF1 = Bxlkl 4 ¢

en fonction de D, E, F, et b.
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Proposition: 4%

On pose L =D!'Eet U=D"'F.
La matrice d’itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée
par

J=D'E+F)=L+U, (31)

La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée L,,, est donnée par

Ly = (D — E)_l (1_WD+ F) = (1—wL)™ ((1 = w)l +wU).

w w
(32)
et elle vérifie
P(Ly) = |w—1]. (33)
La matrice d'itération de Gauss-Seidel est £ et elle correspond a
L1=D-E)'F=(1-L)"u. (34)
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Théoréme: 43

Soit A une matrice réguliere décomposée sous la forme A = M —N avec
M réguliere. On pose

B=M?'N et c=M"b
Alors la suite définie par
x0T e K" et xlk+t = Bxlk 4 ¢

converge vers X = A 1b quelque soit x[% si et seulement si pP(B) < 1.

Méthodes itératives Etude de la convergence 2018/11/15 86 / 103



Corollaire: 43

Soit A une matrice vérifiant A;; # 0 Vi. Une condition nécessaire de
convergence pour la méthode S.O.R. est que 0 < w < 2.

< z N
Theoreme: voir Lascaux-Théodor, vol.2, Théoréme 19 et 20, pages 346 & 349

Soit A une matrice a diagonale strictement dominante ou une matrice
inversible a diagonale fortement dominante alors

e la méthode de Jacobi est convergente,

e si w€]0,1] la méthode de Relaxation est convergente.
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Théoréme

Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A = M—N
ol M est inversible. Soit B = | — M-*A, la matrice de l'itération.
Supposons que M* 4+ N (qui est hermitienne) soit définie positive. Alors
P(B) < 1 si et seulement si A est définie positive.

Théoréme

Soit A une matrice hermitienne définie positive, alors la méthode de
relaxation converge si et seulement si w €]0, 2[.

Méthodes itératives Etude de la convergence 2018/11/15 88 / 103



Plan

@ Méthodes itératives

@ Algorithmes

(=] =iy
Algorithmes

= T 9ac
2018/11/15 89 / 103



Principe de base

Résoudre :

Méthodes itératives :

x0e K" et xkt1 — Bxlkl 4+ ¢

Algorithme :

x1% donné

Pour k=0, 1,--- faire
xlk+1l  Bxlkl 4+ ¢

Fin Pour

Critere d’arrét? Stockage de tous les x[k1?

Méthodes itératives
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
o &> 0 permet |'arrét des calculs si x!¥] suffisament proche de x = A"1b

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :

e nombre maximum d'itérations

o &> 0 permet |'arrét des calculs si x!¥] suffisament proche de x = A"1b
Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxI] le résidu.

|}
Ib]|

<€
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La convergence de ces méthodes n'est pas assurées et si il y a convergence
le nombre d'itération nécessaire n'est (a priori) pas connu.

= boucle Tantque

Critéres d’arrét :
e nombre maximum d'itérations
o &> 0 permet |'arrét des calculs si x!¥] suffisament proche de x = A"1b

Comment choisir le critére d'arrét pour la convergence?
Exemple de critére d'arrét pour la convergence :
Soit rlkl = b — AxIk] e résidu.

[r4]
Sk
1]
Car dans ce cas, on a avec e[k] =X— X[k]

Méthodes itératives Algorithmes 2018/11/15 91 / 103



Algorithme 12 Méthode itérative pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b
Données :

A : matrice de M,(K) ,

b . vecteur de K",

x0 vecteur initial de IK”,

€ : la tolérence, e € RY,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de K" si convergence, sinon ¢

c k0, x" —

x —x% r—b—Ax,

¢ tol < e(||b]| + 1)

: Tantque |r| > tol et k < kmax faire

k—k+1

p—Xx = p contient le vecteur précédent
x < calcul de I'itérée suivante en fonction de p, A, b, ...

r<—b—Ax,

: Fin Tantque

10: Si ||r|| < tol alors = Convergence
;. xtl e x

12: Fin Si

© NGO RN
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Pour Jacobi , la suite des itérées est définie par

1 n
Xl_[k+1] - — b; — Z A,-J-Xj[k] , Vie[l,n].
1 j=1,J?5l

Algorithme 13 Algorithme 13

1 k0, x"* — g Dk 0, x%l—

2 x —x% r—b—Ax, x —x% r—b—Ax,

3: tol < e(||b] + 1) tol «— (|[b]| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire . Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5 k<—k+1 k—k+1
6
7
8
9

A

p—x p—x

x « calcul par Jacobi 7. Pour i< 1a n faire
n

_r(ibiAx’ L 8: X;Hi” b; — Z A,'ij)

10: Fin Tantque Aji iy

11: Si |r| < tol alors = Convergence 9. Fin Pour

120 xtol e x

13: Fin Si 10: r— b — Ax.
11: Fin Tantque
12: Si |r| < tol alors = Convergence
130 xtl e x
14: Fin Si
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Algorithme 13 Algorithme 13

Pour i < 1 a n faire Pour i < 1 a n faire

1 k0, x* — 1 k0, x* —

20 x —x% r—b—Ax, 20 x —x% r—b—Ax,

3: tol « e(||b[ + 1) 3: tol « e(|b| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5: k—k+1 5: k—k+1

6: p<—Xx 6: p<—Xx

7: 7:

8:

1 n 8: S0
9: Xi = bi — Z AijPj \ 9: Pour j < 1 a n (j # i) faire

ii

. J=LgA Y J1o: S — S+ Aip

10:  Fin Pour 11: Fin Pour

_ _ 1
1L _r(_b hx, 12: X,‘(——(b,-—s)
12: Fin Tantque Aji
13: Si Ht’ou < tol alors 13:  Fin Pour
4 X7 ex 14 r<—b—Ax,
15: Fin Si

15. Fin Tantque

16: Si ||r| < tol alors
17 xtl— x

18: Fin Si
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Algorithme 13 Méthode itérative de Jacobi pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A 1 matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

x0 vecteur initial de K",

€ . la tolérence, e € RT,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

X : un vecteur de K"

1: Fonction X «— RSLJacost ( A, b,x° ¢, kmax )
2 k<0, X<—g

33 x—x% r—b—Axx,

& tol < =(|b] +1)

5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire

6

7

8

9

k—k+1
p—x
Pour i — 1 a n faire
: S0
10: Pour j — 134 n (j # i) faire
11: S — S+ A, j)* p(j)
12: Fin Pour
13: x(i) — (b(i) — S)/A(i, i)
14: Fin Pour
15: r—b—Asxx,

16:  Fin Tantque

17 Si |r| < tol alors
18: X —x

19:  Fin Si

20: Fin Fonction
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Pour Gauss-Seidel , la suite des itérées est définie par

i—1 n
k+1 1 k+1 k ,
Xi(+):; b,-—ZA,-j><J-[+]— ZA,'J'XJ-[] Vie[1,n]
" j=1 j=i+1

Algorithme 14 Algorithme 14

1 k0, x" — 1 k0, x*— g

2. x —x% r—b— Ax, 2 x —x% r—b—Ax,

3: tol « e(|b| + 1) 3: tol «— e(|b| + 1)

4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r|| > tol et k < kmax faire
5. k<—k+1 5 k<—k+1

6: p—X 6: px

7

8 7

9

=9

|x « calcul par Gauss-Seidel . Pour i« 1a nfajre
r<bh_ AX, 1 i—1 n
N : X/H:ﬁ b,‘*ZA,’ijf Z Ajjpj
j=1

10: Fin Tantque i
11: Si |r| < tol alors
120 xtl e x

13: Fin Si 10 r—b—Ax,
11: Fin Tantque

12: Si [|r| < tol alors
13 x'l—x

14: Fin Si

Fin Pour

©
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Algorithme 14 Algorithme 14

1 k0, x" — 1 k0, x— g
2o x —x% r—b— Ax, 20 x —x% r—b— Ax,
3: tol « e(|b| + 1) 3: tol — e(|b| + 1)
4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire 4: Tantque |r| > tol et k < kmax faire
5 k<—k+1 5 k< k+1
6: p <X 6: p<—Xx
7. Pour i« 1a n faire 7. Pour i < 134 n faire
8:
- (
1 i—1 n 8: S« 0
9: X bi*ZAfjxjﬁZ Ajjpj N o: Pour j«—1ai—1 faire
J=1 J=itt 10: S —S+Ax
10:  Fin Pour 11 Fin Pour
;. rb—Ax, <12 Pour j « i+ 1an faire
12: Fin Tantque 13 S—S+ Ajjpj
13: Si ||r| < tol alors 14: Fin Pour
. 1
14: X x 15: Xj «— — (b,‘ — S)
15: Fin Si _ Aji

16:  Fin Pour

17 r < b— Ax,
18: Fin Tantque

19: Si |r| < tol alors
200 x%l e x

21; Fin Si
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Algorithme 14 Méthode itérative de Gauss-Seidel pour la résolution d'un systéme linéaire Ax = b

Données :

A matrice de M,(K) ,

b vecteur de K",

x0 vecteur initial de K",

£ la tolérence, e € RT,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

X : unvecteur de K"

1: Fonction X < RSLGaussSEDEL (A, b,x°, ¢, kmax )

k —

X —

0.X &
X0 r—b—Axx,

tol — e(||b] +1)

k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire

S0

2
3
4
5. Tantque |r| > tol et k < kmax faire
6:
7
8;
9;

Pour j—1ai—1 faire
11: S —S+A(i,))*x(j)
12: Fin Pour
13: Pour j — i+ 1an faire
14: S — S+ A(i,j) = p(j)
15: Fin Pour
16: x(i) < (b(i) —S)/A(i, i)
17: Fin Pour
18: r—b—Axx,

19:  Fin Tantque
20:  Si |r|| < tol alors

21: X
22:  Fin

—x
Si

23: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLJacost ( A, b,x% ¢, kmax )
k0, X<
x—x" r—b—Axx,
tol < e(||b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 13 n (j # i) faire
S S+ A(i.j) * p(j)
Fin Pour
x(i) — (b(i) — 8)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Asxx,
Fin Tantque
Si || < tol alors
X «—x
Fin Si
Fin Fonction

Méthodes itératives

Algorithmes

Fonction X <« RSLGAussSEDEL ( A, b, x°, &, kmax

)
k=0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol «— (b +1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
P —Xx
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j—1ai—1 faire
S — S+ A(i,j) = x(j)
Fin Pour
Pour j — i+1an faire
S < S+ A(i,j) * p(j)
Fin Pour
x(i) — (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

2018/11/15 99 / 103



Fonction X «— RSLJacost ( A, b,x% ¢, kmax )
k0, X<
x—x" r—b—Axx,
tol < e(||b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j — 13 n (j # i) faire
S S+ A(i.j) * p(j)
Fin Pour
x(i) — (b(i) — 8)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Asxx,
Fin Tantque
Si || < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Fonction X <« RSLGAussSEDEL ( A, b, x°, &, kmax
)
k=0, X<
x—x% r—b—Axx,
tol «— e([|b] + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j—1ai—1 faire
S — S+ A(i,j) = x(j)
Fin Pour
Pour j — i+1an faire
S < S+ A(i,j) * p(j)
Fin Pour
x(i) < (b(i) = S)/A(i, i)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X «—x
Fin Si
Fin Fonction

Mé&me ossature puisque toutes deux basées sur |'Algorithme générique
Peut-on simplifier, clarifier et racourcir les codes?

Méthodes itératives

Algorithmes
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Fonction X < RSLJacont ( A, b,x% ¢ kmax )

Ke0 X Algorllthme 15 Itiratlon de Jacobi : calcul de x tel que
0
X —x,r—b—Axx, xi=— | bj— Ay Vie[1,n].
tol (b + 1) A j:lz,j:#i )
Tantque |r| > tol et k < kmax faire Données :
k—k+1 A matrice de M,(K),
p—x b : vecteur de K",
Pour i — 1 A n faire v . vecteur de K"
S0 . Résultat :
Pour j < 13 n (j # i) faire X @ un vecteur de K"
S < S+ A(7,J) * plj)
Fir‘l Pour ; o 1: Fonction x < IterJacosl (A, b,y )
x(i) < (b(i) = S)/A(i, 1) 2:  Pour i — 13 n faire
Fin Pour 3 S0
r—b-Axx 4 Pour j < 1 a n (j # i) faire
Fin Tantque 5: S —S+A(ij)*y())
Si || < tol alors 6: Fin Pour
X —x T x(i) « (b(i) = S)/A(i, i)
.Fm Si ] 8. Fin Pour
Fin Fonction 9: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLJacosi2 (A, b,x% e, kmax )
k—0,X—g
x—x% r—b—Axx,
tol « e(||b| +1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x « ITerJAacoBI(A, b, p)
r—b—Asxx,
Fin Tantque
Si ||r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithme 16 Itération de Jacobi : calcul de x tel que

1 < .
Xj = - <b,- - Z Ay |, Vie[1,n].
ii

J=1j#i

Données :

A : matrice de M,(K),

b : vecteur de K",

y : vecteur de K",
Résultat :

X un vecteur de K"

1. Fonction x « IterJacoBr (A, b,y )
2:  Pour i — 13 n faire

3: S0

4 Pour j — 1a n (j # i) faire
5: S—S+AU))*y()

6: Fin Pour

7 x(i) < (b(i) = S)/AG )

8 Fin Pour

9: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLGaussSemeL ( A, b,x° e, kmax
)
k—0,X—g
x—x%r—b—Axx,
tol — e(|[b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
Pour i < 1 a n faire
S0
Pour j«—1ai—1 faire
S — S+ A(i,j) * x(j)
Fin Pour
Pour j «— i+ 1an faire
S < S+ A(i.j) * )
Fin Pour
x(i) « (bli) — )/A(i.)
Fin Pour
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Algorithme 17 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x
tel que

1 i—1 n )
Xi= = <bi*2‘\uxj* Z Aijyi |, Yie[tl,n].
ii

j=1 j=i+1
Données :
A : matrice de M,(K) ,
b : vecteur de K",
y : vecteur de K",
Résultat :
x : un vecteur de K"

1. Fonction x « ITerGaUssSEEL ( A, b,y )
2:  Pour i < 13 n faire

3 S0

4 Pour j «— 14 i—1 faire
5: S < S+ A(i)) =x())
6: Fin Pour

7 Pour j < i+ 1 a n faire
8 S < S+A(0)) +y0)
9 Fin Pour

10: x(i) « (b(i) — S)/A(i,i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction
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Fonction X «— RSLGaussSemeL2 (A, b,x%, e, kmax

)
k—0,X—g
x—x%r—b—Axx,
tol — e(|[b| + 1)
Tantque |r| > tol et k < kmax faire
k—k+1
p—x
x « ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p)
r—b—Axx,
Fin Tantque
Si |r| < tol alors
X —x
Fin Si
Fin Fonction

Méthodes itératives

Algorithme 18 Itération de Gauss-Seidel : calcul de x

tel que
1 i—1 n
X == <b,- - Z AjjXj — Z /\,-Jyj) , Vie[1,n].
" j=1 Jj=i+1
Données :
A matrice de M,(K) ,
b vecteur de K",
y vecteur de K",
Résultat :
X un vecteur de K"
1. Fonction x « ITerGaUssSEEL ( A, b,y )
2:  Pour i < 1 a n faire
3 S0
4 Pour j «— 14 i—1 faire
5 S — S+ A(,))=x())
6 Fin Pour
7 Pour j < i+ 1 a n faire
8 S—S+A(i,)) =y(j)
9 Fin Pour
10: x(i) « (b(i) — S)/A(i, i)
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction
Algorithmes



Fonction X < RSLGaussSemeL2 (A, b,x% e, kmax Fonction X < RSLJacosi2 ( A, b,x° e, kmax )

) k<0, X
k=0,X—o x—x% r—b—Axx,
x—x% r—b—Axx, tol « e(||b] + 1)
tol — e(|b] + 1) Tantque |r| > tol et k < kmax faire
Tantque |r| > tol et k < kmax faire k—k+1
k—k+1 p—x
p—x x < ITERJACOBI(A, b, p)
x — ITERGAUSSSEIDEL(A, b, p) re—b—Axx,
.r<—b—A*x., Fin Tantque

Fin Tantque Si |r| < tol alors

Si |r| < tol alors X — x
Xex Fin Si

Fin Si

. . Fin Fonction
Fin Fonction

Les deux codes sont fortement similaires!
Peut-on éviter les copier/coller et gagner encore en lisibilité?
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Ecriture Algorithme générique sous forme d'une fonction et on ajoute aux
paramétres d'entrées une fonction formelle ITERFoNC calculant une itérée :

x <« ITERFONC(A, b, y).

Algorithme 18 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A 1 matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

IterFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de IK". retourne un vecteur de IK".

x° vecteur initial de K",

€ : la tolérence, e € RY,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de K" si convergence, sinon &S

1: Fonction X « RSLMeTHITER (A, b, ITERFONC, X°, £, kmax)
2 k 0, xtl — g

3 x—x% r—b—Ax

4 tol —e(|b]| + 1)

5. Tantque [r|| > tol et k < kmax faire
6: k—k+1

7 p<—x

8 x «— ITERFONC(A, b, p)

9: r—b— Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si |r| < tol alors

12: Xl x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Fonction X < RSLJacosi3 (A, b,x° ¢, kmax ) Fonction X < RSLGaussSeiEL3 (A, b, x°, e, kmax
X < RSLMETHITER(A, b, ITERT ACOBI, X°, £, kmax) )
Fin Fonction X «— RSLMetulTER(A, b, TrERGAUSSSEIDEL, X0, £, kmax)
Fin Fonction

Algorithme 18 Méthode itérative pour la résolution d’un systéme linéaire Ax = b

Données :

A 1 matrice de M,(K) ,

b : vecteur de K",

IterFonc @ fonction de paramétres une matrice d'ordre n,

et deux vecteurs de IK". retourne un vecteur de IK".

x° vecteur initial de K",

€ : la tolérence, e € R™,

kmax : nombre maximum d’itérations, kmax € IN*
Résultat :

xtol un vecteur de K" si convergence, sinon &

1: Fonction X « RSLMeTHITER (A, b, ITERFONC, X0, £, kmax)
2 k 0, xtl — g

3 x—x% r—b—Ax

4 tol — (|b]| + 1)

5. Tantque [r|| > tol et k < kmax faire
6 k—k+1

7 p—x

8 x «— ITERFONC(A, b, p)

9: r—b—Ax,

10:  Fin Tantque

11:  Si |r| < tol alors

12: Xl x

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1 n
k+1 w k+1 k k .
X,-[ ]:; b,‘—ZA,'J'Xj[ I Z A,-jxj[] —I-(l—W)X’-[] Vie[1,n]
" j=1 Jj=i+1
Paramétre w "en trop" dans
Algorithme 19 Itération S.O.R. , .
Données : 'appel de la fonction ITER-
Ao matrice de M,(K) SOR  pour pouvoir utiliser la
b : vecteur de K", i i
v vecteur de K", fonction générique RSLMETHITER !
w : réel non nul.
Résultat :
X : un vecteur de K"

1. Fonction x < ITERSOR (A,b,y,w)

2 Pour / < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai— 1 faire
5: 5<—5—A(i‘j)*x(j)
6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire
8 S—S—A(i,)) xy(j)

9: Fin Pour

10: x(i) — w= (b(i) = S)/A(i, 1) + (1 — w) = x(i)
11:  Fin Pour

12: Fin Fonction
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Méthode de relaxation utilisant Gauss-Seidel,avec w € R*,

i—1 n
[k+1] W ) L Lk+1] LI (K]
X; = b’_ElAUXj —'Z AjiX; + (1 —=w)x; Vie[l, n]
j=

Paramétre w "en trop" dans

Algorithme 20 Itération S.O.R.

Données : 'appel de la fonction ITER-
A matrice de M,(K) , H HE

b e de R SOR. pour  pouvoir utiliser la
v vecteur de K", fonction générique RSLMETHITER !
stul'tatr:eel non nul. Fonction X <« RSLSOR3 (A, b, w,x° ¢, kmax )
x : un vecteur de K" ITERFUN « ((M,r,s) — ITERSOR(M, r, s, w))

X < RSLMETHITER(A, b, ITERFUN, x°, ¢, kmax)

1: Fonction x < ITERSOR (A,b,y,w) Fin Fonction

2 Pour / < 1 a n faire

3 S0

4 Pour j — 1 ai— 1 faire

5: 5<—5—A(i‘j)*x(j)

6: Fin Pour

7 Pour j — i+ 1 a n faire

8 S < S—A(i)) *y()

9 Fin Pour

10; x(i) — w= (b(i) = S)/A(i, 1) + (1 — w) = x(i)
11:  Fin Pour
12: Fin Fonction
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