2222 .
8 Exercice

Soient n € IN* et n + 1 couples de R?, (z;, Yi)ie[o,n], tels que les x; sont distincts deux
a deux. On note
Q.1 1. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynéme L; de degré n
vérifiant
Li(z;) = d6:5, Vj € [0,n]. (P-1)

2. Montrer que les (Li)ic[o,n] forment une base de Rn[X] (espace vectoriel des
polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n).

On défini le polynoéme P,, par
Pn(z) = ) yiLi(x). (P-2)
i=0

Q. 2 Montrer que polynéome P, est l'unique polynéome de degré au plus n vérifiant
Pr(x;i) = yi, Vi e [1,n].

Correction Exercice

Q.1 1. De (P-1), on déduit que les n points distincts x; pour j € [0,n]\{:} sont les n



zéros du polynoéme L; de degré n : il s’écrit donc sous la forme

n
n x—uxj;) avec C € R
j=0
J#i
Pour déterminer la constante C, on utilise (P-1) avec j =14

Lie) =1=C] [ (i -

7=0
VEL

Les points x; sont distincts deux a deux, on a [ [7—¢(z; — z;) # 0 et donc

J#i
1
C==—F7"—=
[Ti=o(wi — z;)
J#i
d’ou .
r — T4
L; = ], Vi e 0,n|.
@ =[] 5=2, viclon]
j7=0
Jj#i

(P-3)

Il reste & démontrer 'unicité. On suppose qu’il existe L; et U; deux polynomes
de Rp[X] vérifiant (P-1). Alors Q; = L; — U; est polynome de degré n (au plus)
admettant n + 1 zéros distincts, c’est donc le polynéme nul et on a nécessairement

L; =U;.
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2. On sait que dim R, [X] = n + 1. Pour que les {L:}, o ,,; forment une base de Rn[X]
il suffit de démontrer qu’ils sont linéairement indépendants.
Soit Ag, -+, An n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

DAL =0 = X\ =0, Vie[0,n]

i=1

Noter que la premiére égalité est dans ’espace vectoriel R,,[X] et donc le 0 est pris
au sens polynéme nul.

On a

n n
Z =0 < Y MNLi(x)=0, Vze R
Soit k € [0,n]. En choisissant « = x, on a par (P-1) >} | AiLi(xx) = \x et donc
Z)\iLiz Z i(zr) =0, Vke[0,n] <= Mg =0, Vke[0,n].

Les {Li},c[o,,,) sont donc linéairement indépendants.
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Q. 2 Par construction P,, € R,[X] et on a, Vj € [[O,nﬂ

n

def
P (z;) < > yiLi(xy)
1=0
= > yidi,; par (P-1)
1=0

Pour demontrer I'unicité, on propose ici deux méthodes

e Onnote P, et Py, deux polynomes de R, [X] vérifiant (P-1). Le polynéme Q = P,—P,

appartient aussi & R, [X] et il vérifie, Vi € [0, n],
Q(a:z) = Pa(xi) — Pb(l'i) = 0.

Les n + 1 points x; étant distincts, ce sont donc n + 1 racines distinctes du polynoéme

Q. Or tout polynome de degré n admet au plus n racines disctincteg”} On en déduit
que le seul polynéme de degré au plus n admettant n + 1 racines distinctes est le
polyndme nulle et donc P, = Py,

1A noter le choix de I’indice j. Que doit-on faire dans ce qui suit si I’on choisi ¢ comme indice?

Le théoréme de d’Alembert-Gauss affirme que tout polynéme & coefficients complexes de degré n admet n

racines complexes qui ne sont pas nécessairement distinctes
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e cC’est 'unique polynome de degré au plus n vérifiant (P-2) car la décomposition dans
la base {L;} ] est unique.

i€[0,n




