
Proposition

Soient pxiqiPv0,nw des points deux à deux distincts de l'intervalle ra, bs donnés. Il existe
alors une unique formule de quadrature élémentaire (5.1) à n ` 1 points d'ordre n au
moins.

Proof. En �xant les points pxiqiPv0,nw deux à deux distincts, pour obtenir explicitement la
formule de quadrature de type (5.1) il faut déterminer les n ` 1 poids pwiqiPv0,nw. Or, de
(5.3), en prenant k “ n, on obtient exactement n`1 équations linéaires en les pwiq s'écrivant
matriciellement sous la forme :
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La matrice intervenant dans le système précédent s'appelle la matrice de Vandermonde

et elle est inversible (car les pxiq sont deux à deux distincts). Ceci établi donc l'existence de
poids pwiqiPv0,nw tels que la formule de quadrature élémentaire (5.1) soit d'ordre (au moins)
n.
Pour obtenir l'unicité, supposons qu'il existe pwiqiPv0,nw et pw̃iqiPv0,nw tels que pour tout
P P RnrXs, on ait

ż b

a

Ppxqdx “ pb´ aq
n
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wiPpxiq “ pb´ aq
n
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w̃iPpxiq.
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On a alors @P P RnrXs,

n
ÿ

i“0

pwi ´ w̃iqPpxiq “ 0. (P-1)

On rappelle que les fonctions de base de Lagrange associées aux pn ` 1q points pxiqiPv0,nw
dé�nies en (4.5), notées Li, sont dans RnrXs et véri�ent

Lipxjq “ δi,j , @j P v0, nw

Soit j P v0, nw. En choisissant P “ Lj dans (P-1), on obtient

0 “
n
ÿ

i“0

pwi ´ w̃iqLjpxiq “ pwj ´ w̃jq

ce qui prouve l'uncité.


