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¥ Definition 1.1

On appelle matrice bloc une matrice A € My écrite sous la forme

ou Vi € [1,p], Vj € [1,q], Ai; est une matrice de M, m.. On a

N:Zp:n;etM:imj.
i=1 j=1

On dit que A et une matrice bloc-carrée si p = g et si tous les blocs
diagonaux sont des matrices carrées.
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Propriété 1.2: Multiplication de matrices blocs

Soient A € My et B e My s. Le produit P = AB € My s peut s'écrire sous forme bloc si les
matrices A et B sont compatibles par blocs : il faut que le nombre de blocs colonne de A soit égale
au nombre de blocs ligne de B avec correspondance des dimensions.

avec Aj x € Mp, m, et By j € Mp, s pour tout i € [1,p], k € [1,q] et j e [1,r]. La matrice produit
P s'écrit alors sous la forme bloc
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¥ Definition 1.3

On dit qu'une matrice bloc-carrée A est triangulaire inférieure (resp.
supérieure) par blocs si elle peut s'écrire sous la forme d'une matrice
bloc avec les sous matrices A;; = 0 pour i < j (resp. i > j). . Elle
s'écrit donc sous la forme
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¥ Definition 1.4

On dit qu'une matrice bloc-carrée A est diagonale par blocs ou bloc-
diagonale si elle peut s'écrire sous la forme d'une matrice bloc avec
les sous matrices A; j = 0 pour i # j . Elle s’écrit donc sous la forme
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Proposition 1.5

Soit A une matrice bloc-carré décomposée en n x n blocs. Si A est
bloc-diagonale ou triangulaire par blocs alors son déterminant est
le produit des déterminant des blocs diagonaux :

det A =] [detA;; (1)
i=1
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@ Proposition 1.6

Soit A une matrice bloc-carré inversible décomposée en n x n blocs.

o Si A est bloc-diagonale alors son inverse (décomposée en n x n blocs) est aussi
bloc-diagonale.

o Si A est triangulaire inférieure par blocs (resp. supérieure) alors son inverse (décomposée en
n x n blocs) est aussi triangulaire inférieure par blocs (resp. supérieure).

Dans ces deux cas les blocs diagonaux de la matrice inverse sont les inverses des blocs diagonaux de
A. On a donc

A= et ATt =
A= et At =
A= et Al =
1% 8% f o
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¥ Definition
Une norme sur un espace vectoriel V est une application [ef : V — R™
qui vérifie les propriétés suivantes

o v =0<=v=0,

o |av|| =la||v|, Vae K, Yve V,

o |u+v| <|lu| +|v|, V(u,v)e V? (inégalité triangulaire).

Une norme sur V est également appelée norme vectorielle . On ap-
pelle espace vectoriel normé un espace vectoriel muni d'une norme.
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Proposition

Soit v € K". Pour tout nombre réel p > 1, I'application e, définie

par
i 1/p
v, = <Z IVi|p>
i=1

est une norme sur K".

Normes usitées :

n n 1/2
2
vy = vl vl = (Z vl ) » Vil = max vl
i€[1,n]

i=1 i=1 ’
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Lemme 2.1: Inégalité de Cauchy-Schwarz J:}

Vx,y € K"
|GGy | < iz lyll - (2)

Cette inégalité s'appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On a égalité
si et seulement si x et y sont colinéaires.
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Lemme 2.2: Inégalité de Holder Y

Pourp>1et%+%=1,onan,ye]K”

n n 1/p n 1/q
D xivil < <Z |Xi|p> (Z |Yi|q> =[xl Iylg- (3)
i=1 i=1 i=1

Cette inégalité s'appelle 'inégalité de Holder.
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¥ Definition 2.3

/ LL ~ o
Deux normes |e| et ||e|", définies sur un méme espace vectoriel V,
sont équivalentes s'il exite deux constantes C et C’ telles que

Ix|'< C|x| et |x|<C’|x| pourtoutxe V. (4)

Proposition

Sur un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équiv-
alentes.
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¥ Definition 2.4

Une norme matricielle sur M ,(IK) est une application ||e| : M ,(K) —
R vérifiant
O |A| =0 A=0,
Q |aA| = |af |A], Va e K, VA e M,(K),
© |A+B| < |A|l+|B|, V(A B) e M,(K)? (inégalité triangulaire)
O |AB] < |A|[B], ¥ (A B) € My(K)?

Peut-on étendre cette définition sur M, ,(IK)?
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Proposition: 4%
Etant donné une norme vectorielle [[o| sur K", I'application [e], : M,(K) — R* définie par

[Av]

A|. = sup
H Hs veK" ”V”
v#0

(5)

est une norme matricielle, appelée norme matricielle subordonnée (a la norme vectorielle donnée).
Elle vérifie

Al = su]LE" |Av| = sup |[Av|| = inf{aeR: |Av| < a|v|, Yve K"}. (6)

VE VE
Ivii<1 Ivi=1

De plus, pour tout v € K" on a
IAv] < Al [lv] @)

et il existe au moins un vecteur u € IK"\{0} tel que
IAu] = Al lu] - (®)

Soit | la matrice identité d'ordre n, on a
s = 1. (9)
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Théoréme 3:

B

Soit Ae M,(K). On a

def
|AlL =

def
|Al, =

def

[Al =

,
= a;
b T, Jemz' d
Av
o |”2 = VP (AA) = /P (AR) = |7,
H _
—,ggfﬁﬂZ'au‘

EIKO” ” “oo

La norme ||, est invariante par transformation unitaire :

UU™ = 1 — A, = [AU], = [UA], = [U*AU], .
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Corollaire 3.1

© Si une matrice A est hermitienne,on a |A|, = P(A).

@ Si une matrice A est unitaire, on a ||A, = 1.
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¥ Definition 3.2

Soit V un espace vectoriel muni d'une norme |e|, on dit qu'une suite
(vk) d'éléments de V converge vers un élément v € V, si

i —v|=0
kf;oHVk v|

et on écrit

v = lim v.
k—o0
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Théoréeme 4: admis

Soit B une matrice carrée. Les conditions suivantes sont équivalentes :
Q lim_,Bx =0,
@ limi_,., BXv = 0 pour tout vecteur v,

@ r(B) <1,

@ ||B| < 1 pour au moins une norme matricielle subordonnée |e| .

Théoréeme 5: admis

Soit B une matrice carrée, et ||| une norme matricielle quelconque.
Alors

lim HBkHI/k — p(B).

k—00

Normes vectorielles et normes matricielles Suites de vecteurs et de matrices 2019/10/11 23 /23



tt tt

[m]

=

- o
2019/10/11 —



	Un peu d'algèbre linéaire
	Matrices blocs
	Normes vectorielles et normes matricielles
	Normes vectorielles
	Normes matricielles
	Suites de vecteurs et de matrices

	Conditionnement d'un système linéaire
	Méthodes itératives

	Polynômes d'interpolation de Lagrange
	Dérivation numérique
	Intégration numérique

