Proposition: ordre de convergence de la méthode de la corde

Soit f € C'([a,b]) tel que f(b) # f(a). Si la suite () définie par la méthode de la corde en (2.13)) converge vers
a €]a, b[ alors la convergence est au moins d’ordre 1.

De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de a et si f'(a) = W alors la convergence est au
moins d’ordre 2.

Proof. e Order 1 : On note A\ = W. On a par définition x,1 = 3 — @ (ce qui suppose que f(xy) soit
bien définie, i.e. zj € [a,b]). Comme X # 0 et f continue, 'hypothese (xy) converge vers a entraine que f(a) = 0.
Pour définir Iordre de convergence, on suppose de plus que Vk € IN, x; # . On peut alors appliquer la formule
de Taylor-Lagrange : il existe &, compris entre zj, et a tel que

flor) = fla) +(@g —a)f' (&) = (v — a) f'(&)-

——
=0

On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite xy,

£
Tpy1 = T — (T — @) ()\ )
En soustrayant a a cette équation on obtient
f' &k f' Sk
rher — o= g — 0 (o~ ) (- a1 - L))
Comme xj # «, on a alors
Th+1 — & 1 f'(&)
Tp — Q A

Or xj, converge vers o et &, compris entre xj et «, ce qui entraine que &, converge vers a. La fonction f’ étant
continue, on en déduit que f'(&;) converge vers f'(«). Ceci donne donc

lim 1T f’(a).
k—+0w Tj — A

La convergence est donc (au moins) d’ordre 1.



e Order 2 : La suite é¢tant convergente, il existe kg € N tel que Yk > ko, 2, € V. Soit k > ko, comme f € C*(V),
on peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange : il existe n; € V compris entre x; et a que

i —042
Flan) = flo) +ox - a)f'(e) + DL )
— !
=0

On a alors en utilisant cette expression dans la définition de la suite x;,

1 T — o)?
et == (o= ) fa) + 222 ) )
En soustrayant o a cette équation on obtient
f(a 1 (21 — a)?
v —a = (o~ o) 1= 1) 1A
—
=0 par hyp.

Comme 7, € V converge vers « (car compris entre xj et «) et f (2) continue sur ), on en déduit

lim kLT f(2)(04).
k—+o0 (T — )? 2\

La convergence est donc (au moins) d’ordre 2.




