EXERCICE 1

Soient g € CO([-1;1];R) et t; <tz < ... < tpr, M points de I'intervalle [—1;1]. On note

M

t—t;
Li(t) = | | tlit{, Vi e [1, M].
j=1 g J
i

Q. 1 Montrer que les {Li};cpq ppp forment une base de Ras—1[X].

Q. 2 Montrer que la formule de quadrature
M
J(g) = Z w;g(t;)
i=1
est exacte pour les polynomes de degré M — 1 si et seulement si
1
wy; = f ) Lj(t)dt, Vj € [[1,Mﬂ. (1)

On fixe M = 4. Soient a €]0;1[, t; = =1, to = —a, t3 = o, t4 = 1.

Q. 3 Déterminer (w;)ieq1,47 en fonction de a de telle sorte que
1
VP e R3[X], Ju(P)= J P(t)dt. (2)
-1
Q. 4 Déterminer a pour mazimiser r € IN vérifiant
1
J4(P) =J P(t)dt, VP € R,[X]. (3)
-1

Ezpliciter alors les (w;)ie[1,4]-

EXERCICE 2 ]

On cherche a déterminer une valeur approchée J(f) de :

1= [ s

sous la forme
J(f) = aof(=1/2) + a1 f(0) + a f(1/2).
Q.1 1. Calculer le polynéome P qui interpole f auz points —1/2, 0 et 1/2.

2. En déduire J(f).

Q. 2 Retrouver les coefficients ag, ay et ag en écrivant que 'approzimation doit étre exacte pour les polynomes de
degré inférieur ou égal a 2.

Q. 3 On pose E(f) = I(f) — J(f). Montrer que si f € C3([-1,1];R) alors

15

|E(f)] < 3116

], f

b

Q. 4 Donner une approzimation de J f(®)dt faisant intervenir uniquement les 8 points
a

3a+b a+b a+ 3b
() (57)- 0 (45)

Q. 5 Application : donner une valeur approchée de Jo (t(slm_(:)t))Wdt.




b pd
Q. 6 Etant donné une fonction g de 2 variables, utiliser ce qui précéde pour donner une valeur approchée de J f g(x,y)dzdy
a laide de la valeur de g en certains points que [’on précisera. “ue

Q. 7 Par cette méthode quelle approximation de : f J xydxdy obtient-on ?

EXERCICE 3

Soient f € C%([a,b]; R) et Q,(f,a,b) Une formule de quadrature élémentaire est donnée par :

Qn(f’avb) = (b_a’) ijf(xj> (1)

7=0

avec Vj € [0,n] w; € R et x; € [a,b], les z; étant distincts deux a deux. Cette formule permet d’approcher l'intégrale
de f entre a et b.
Par exemple la formule de quadrature élémentaire de Simpson est donnée par

—a a+b

(f(a) +4f(——) + f(b). (2)

Q.1 (a) Rappeler la définition du degré d’exactitude pour la formule de quadrature (1).

Qsimpson(f’ a,b) =

(b) Démontrer que la formule de quadrature élémentaire (1) a n+ 1 points est d’ordre k si et seulement si

r+1

—% . Vre[o,&]. (3)

r+1

n br+1

(c) En déduire qu’il existe une unique formule de quadrature élémentaire (1) a n + 1 points d’ordre n auw moins.

On dit que la formule de quadrature (1) est symétrique si

i+ Tpi b
Vi € [0, n], z —|—2m = a—2&- et w; = wp_;. (4)

Q. 2 On suppose les poids w; donnés par

1 (L
wi = JH ~ % gy f Y gz, Vie[o,n] (5)
=) 1 -

T — i t;
JFi YE]

avec t; = (x; — a)/(b— a). Montrer alors que la formule (1) a pour degré d’eractitude n au moins.

Q. 3 (a) Montrer que si la formule (1) est symétrique et exacte pour les polyndmes de degré 2m alors elle est
nécessairement exacte pour les polyndomes de degré 2m + 1.

(b) Démontrer que la formule de Simpson (2) a pour degré d’exactitude 3.
Soit g € C%([e, B]; R).

Q. 4 Ezxpliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire (1) pour le calcul
d’une approzimation de lintégrale de g sur Uintervalle [a, B].

On note (z;) la discrétisation réguliére de 'intervalle [a, 8] avec n + 1 points.

Q. 5 (a) Donner précisement la méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire de Simpson (2)
pour le calcul d’une approzimation de l'intégrale de g sur Uintervalle [c, B] en utilisant la discrétisation réguliére
() de cet intervalle.

(b) Quel est le degré d’exactitude de cette méthode composée? Justifiez

La méthode de quadrature composée des trapézes est donnée par

PN (glen) + 9l (©

Q. 6 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique QuadTrap calculant une approrimation de Si g(x)dx par la
méthode de quadrature composée des trapézes (6). Dans cette fonction il faudra minimiser le nombre d’appels a la
fonction g.

Q. 7 (algorithmique) Proposer un algorithme permettant de vérifier/trouver numériquement le degré d’exactitude de

(6).



