
Exercice 1

Soient g P C0pr´1; 1s;Rq et t1 ă t2 ă . . . ă tM , M points de l’intervalle r´1; 1s. On note

Liptq “
M
ź

j“1
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

, @i P v1,Mw.

Q. 1 Montrer que les tLiuiPv1,Mw forment une base de RM´1rXs.

Q. 2 Montrer que la formule de quadrature

Jpgq “
M
ÿ

i“1

wigptiq

est exacte pour les polynômes de degré M ´ 1 si et seulement si

wj “

ż 1

´1

Ljptqdt, @j P v1,Mw. (1)

On fixe M “ 4. Soient α Ps0; 1r, t1 “ ´1, t2 “ ´α, t3 “ α, t4 “ 1.

Q. 3 Déterminer pwiqiPv1,4w en fonction de α de telle sorte que

@P P R3rXs, J4pPq “

ż 1

´1

Pptqdt. (2)

Q. 4 Déterminer α pour maximiser r P N vérifiant

J4pPq “

ż 1

´1

Pptqdt, @P P RrrXs. (3)

Expliciter alors les pwiqiPv1,4w.

Exercice 2

On cherche à déterminer une valeur approchée Jpfq de :

Ipfq “

ż 1

´1

fpxqdx

sous la forme
Jpfq “ α0fp´1{2q ` α1fp0q ` α2fp1{2q.

Q. 1 1. Calculer le polynôme P qui interpole f aux points ´1{2, 0 et 1{2.

2. En déduire Jpfq.

Q. 2 Retrouver les coefficients α0, α1 et α2 en écrivant que l’approximation doit être exacte pour les polynômes de
degré inférieur ou égal à 2.

Q. 3 On pose Epfq “ Ipfq ´ Jpfq. Montrer que si f P C3pr´1, 1s;Rq alors

|Epfq| ď
1

3!

5

16

›

›

›
f p3q

›

›

›

8
. (1)

Q. 4 Donner une approximation de
ż b

a

fptqdt faisant intervenir uniquement les 3 points

f

ˆ

3a` b

4

˙

, f

ˆ

a` b

2

˙

, f

ˆ

a` 3b

4

˙

.

Q. 5 Application : donner une valeur approchée de
ż 1

0

sinpπtq

ptp1´ tqq3{2
dt.



Q. 6 Etant donné une fonction g de 2 variables, utiliser ce qui précède pour donner une valeur approchée de
ż b

a

ż d

c

gpx, yqdxdy

à l’aide de la valeur de g en certains points que l’on précisera.

Q. 7 Par cette méthode quelle approximation de :
ż 1

0

ż 1

0

xydxdy obtient-on ?

Exercice 3

Soient f P C0pra, bs;Rq et Qnpf, a, bq Une formule de quadrature élémentaire est donnée par :

Qnpf, a, bq
def
“ pb´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq (1)

avec @j P v0, nw wj P R et xj P ra, bs, les xj étant distincts deux à deux. Cette formule permet d’approcher l’intégrale
de f entre a et b.
Par exemple la formule de quadrature élémentaire de Simpson est donnée par

Qsimpsonpf, a, bq “
b´ a

6
pfpaq ` 4fp

a` b

2
q ` fpbq. (2)

Q. 1 (a) Rappeler la définition du degré d’exactitude pour la formule de quadrature (1).

(b) Démontrer que la formule de quadrature élémentaire (1) à n` 1 points est d’ordre k si et seulement si

pb´ aq
n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
, @r P v0, kw. (3)

(c) En déduire qu’il existe une unique formule de quadrature élémentaire (1) à n` 1 points d’ordre n au moins.

On dit que la formule de quadrature (1) est symétrique si

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“
a` b

2
et wi “ wn´i. (4)

Q. 2 On suppose les poids wi donnés par

wi “
1

b´ a

ż b

a

n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

dx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

dx, @i P v0, nw (5)

avec ti “ pxi ´ aq{pb´ aq. Montrer alors que la formule (1) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 3 (a) Montrer que si la formule (1) est symétrique et exacte pour les polynômes de degré 2m alors elle est
nécessairement exacte pour les polynômes de degré 2m` 1.

(b) Démontrer que la formule de Simpson (2) a pour degré d’exactitude 3.

Soit g P C0prα, βs;Rq.

Q. 4 Expliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée à la formule élémentaire (1) pour le calcul
d’une approximation de l’intégrale de g sur l’intervalle rα, βs.

On note pziqni“0 la discrétisation régulière de l’intervalle rα, βs avec n` 1 points.

Q. 5 (a) Donner précisement la méthode de quadrature composée associée à la formule élémentaire de Simpson (2)
pour le calcul d’une approximation de l’intégrale de g sur l’intervalle rα, βs en utilisant la discrétisation régulière
pziq

n
i“0 de cet intervalle.

(b) Quel est le degré d’exactitude de cette méthode composée? Justifiez

La méthode de quadrature composée des trapèzes est donnée par

β ´ α

2n

n
ÿ

k“1

pgpzk´1q ` gpzkqq. (6)

Q. 6 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique QuadTrap calculant une approximation de
şβ

α
gpxqdx par la

méthode de quadrature composée des trapèzes (6). Dans cette fonction il faudra minimiser le nombre d’appels à la
fonction g.

Q. 7 (algorithmique) Proposer un algorithme permettant de vérifier/trouver numériquement le degré d’exactitude de
(6).


