EXERCICE 1

Soient g € CO([—1;1];R) et t; < ta < ... < tp, M points de I'intervalle [—1;1]. On note

M

t—t,
Li(t) =[] n 7;4, Vi e [1, M].
j=1"4""%
Jj#i

Q. 1 Montrer que les {Li};cpq pp) forment une base de Ry —1[X].

R.1 On a, Vi€ [1,M], L; € Rys_1[X] et dimRy;_1[X]. De plus on a, V(i, k) € [1, M]?,

M

tp —t;
Li(ty) = | | ﬁ = 0j k.
=1 Y
j#i

Pour démontrer que les M fonctions {L;}, forment une base de Ry;_1[X], il suffit alors de démontrer qu’elles forment
une famille libre, c¢’est a dire

M
(v()\l,...,)\M)eRM, ZAiLj,:O) — Vie[L,M],A\ =0

i=1

Soit (A1,...,A\ap) € RM. On a

M M
DAL =0« VzeR, > ALi(z) =0
=1 =1
M
= Vke[1,M], Y \Li(zx) =0
1=1

= Vke[l,M], A\ =0 car L;(zx) = 0 k.
Les {L;};cqq py) forment donc une base de Ry —1[X].

Q. 2 Montrer que la formule de quadrature
M
J(g) = 2 wig(t;)
i=1

est exacte pour les polynomes de degré M — 1 si et seulement si

w; = f Lj(t)dt, Vj e 1, M]. (1)
-1

R. 2 Supposons la formule de quadrature exacte pour les polynomes de degré M — 1 nous allons montrer que

(1) est vraie.
Comme Vi€ [1, M], L; e Ryy—1[X] on a

1
Vi e Hl,Mﬂ, J(Lz) = J Ll(l‘)d.’lf
-1
Or la formule de quadrature étant exacte pour chaque L;, on a aussi
M M
Vie[l,M], J(Li)= > wpli(zy) = >} widix = w;.
k=1 k=1

On obtient donc L
w; = J L;(z)dx.
1

Supposons que (1) soit vraie. Nous allons montrer que la formule de quadrature est exacte pour les polynomes
de degré M — 1.



Soit P € Ry/—1[X]. Comme les {L;}, forment une base de Ry;_1[X], le polynome P peut s’écrire comme
combinaison linéaire des fonctions de bases:

M
I, A) e RM, tel que P = YA L

i=1

On a alors

rfWW:fifﬂmumm
Ny i=1

1
P(%)J L;(z)dz par linéarité de l'intégrale
—1

(g

S
Il
—

P(z;)w; par hypothese

Il
.ME

~
Il
—

<

(P).

la formule de quadrature est donc exacte pour les polynémes de degré M — 1.
On a donc démontrer I'équivalence demandée.
On fixe M = 4. Soient a €]0;1[, t1 = —1, to = —, t3 = o, t4 = 1.

Q. 3 Déterminer (w;)ie[1,4] en fonction de o de telle sorte que

WP e Ry[X], Ju(P) J_llP(t)dt. @)

R. 3 D’aprés la question précédente, on a

1

<VP e Ry[X], Ju(P) = Jl P(t)dt) — (wj :f Lj(t)dt, Vje [[1,4]])

On a
L&) = — (a ;(Z)fﬂ(z)(_xﬁ 1)
Lot = ()
L) = g e
G ;<Z)i01§<2) Ex; y
et donc
o= [ o= 2
u&=ffmmw e
o= [ o= 2

Q. 4 Déterminer o pour mazimiser r € IN vérifiant
1
J4(P) = f P(t)dt, VP € R, [X]. (3)
-1

Ezpliciter alors les (w;)ie[1,4]-



R. 4 D’aprés la question précédente, on sait déja que r est au moins égale a 3.

Soit P € R,[X] alors P(t) = at” + Q(z) avec Q € R,_1[X] et a € R. Donc, pour que (3) soit vérifiée il faut et il suffit

que

1 1
J4(Q) =f Q(t)dt, VQ e R,_1[X] et Jy(t— ") = J trdt.
—1 —1
. On a

1
2
J tdt = =.
. 5
De plus, on a
! 302 -1 2
Jyt—t") = Z with = ——— —  x (- ———— x (—a)*
=t (et (a—1) 3(a+1)(a—1)
2 y 3021 y
s Ve |
Sat+e-1 % T3@+Da=-1 "
_ 42
3 3
et donc v = =% v/5 ou o = 1 /5. Comme « €]0, 1[, on obtient
1
= — /5.
a 5[
Pour cette valeur on obtient
_1 _5 _9° _1
w1—67 w2—6 w3—67 w4—6
et 1 5 1 5 1 1
= —g(=1) + 2g(—= 2g(= ~g(1
Ja(g) = 59(=1) + £o(=z VB) + g(£ V5) + za(1)

Cette formule est exacte (au moins) pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 4.
o On a immédiatement
1
f todt =0 = Jy(t — t°).
-1

La formule (5) est donc exacte (au moins) pour les polynomes de degré inférieur ou égal a 5.

+[r=6] Oona

! 2 26
tSdt = = Ju(t — %) = =.
L 7 7l )= %

La formule (5) n’est donc pas exacte pour le monéme ¢ — t°.

En conclusion, La formule (5) est donc exacte (au moins) pour les polynomes de degré inférieur ou égal a r = 5.

(4)

EXERCICE 2

On cherche & déterminer une valeur approchée J(f) de :

1
10 - | s

sous la forme
J(f) = aof(—1/2) + a1 f(0) + a2 f(1/2).
Q.1 1. Calculer le polynéome P qui interpole f auz points —1/2, 0 et 1/2.

2. En déduire J(f).



R. 1 1. Le polynéme d’interpolation de Lagrange qui interpole f aux points distincts (zg, ..., z,) s'écrit:

) = Z f(zi)L;(z) avec L;(x) n % (1)
i=0 =07t
i

On applique cette formule avec n = 2, xg = —%7 1 =0et zg = % pour obtenir
Lo(z) = (22 — Dz, Li(z) = -2z +1)(22 — 1), La(z) = -2+ 1)(2z — 1).
et 1 1
P(z) =Py(z) = 22 — 1)z x f(—§) —2z+1)2x—1)x f(0)+ 2z + 1)z x f(§)

2. On va déterminer les coefficients de maniére a avoir

On a alors ) A ) ) A
L de = = L doe = —= L dr = —.
JA o(z)dx 2 f,1 o(z)dx et JA o(2)dx 3
Ce qui donne A . )
T(F) = 35(=3) = 25O + 31(3)

Q. 2 Retrouver les coefficients ag, ay et ag en écrivant que 'approximation doit étre exacte pour les polynomes de
degré inférieur ou égal a 2.

R. 2 D’approximation devant étre exacte pour les polynémes de degré inférieur ou égal a 2, elle doit donc étre exacte

pour les mondmes z +— 1, 2 — x et & — 22 c’est & dire:
I(x—1) =Jx—1)
Izx—2z) =Jx—2x)
I(x —2%) = J(z+— 2?)

Ceci revient alors a résoudre le systéme
ag+a; +ag =2
1 1
—sa0t+tza2=0

bao+hae = (3)

e (B o (2) e ()

Q. 3 On pose E(f) =I(f)— J(f). Montrer que si f € C3([—1,1];]R) alors

On obtient alors

B < s |9 @)

3' 16
R. 3 On rappelle le théoréme vu en cours:

Theorem

Soient n € N* et xg, - - - , &, n+1 points distincts de I'intervalle [a, b]. Soient f € C"T1([a;b]; R) et P, le polynome
d’interpolation de Lagrange de degré n passant par (z;, f(z;)), Vi € [0,n]. Alors,
Vz € [a,b], 3¢, € (min(z;,x), maz(z;,x)),

f(n+1 n
f(@) = Pule) = Ty, (e - 3)

=0



Ce théoréme nous permet d’affirmer dans notre cas: Vo € [—1;1], 3¢, €] — 1; 1] tel que

FP (&)
3!

f(z) = P(z) = w(z —1/2)(x +1/2). (4)

Par construction on a J(f) = J(P) et I(P) = J(P), ce qui donne

Par linéarité de 'intégrale, on obtient
E(f) =1(f—-P).

En intégrant (4), on a

1 1 43)
E(f) = JA f(x) —P(a)dx = f71 / 3(!§m)wz(x)dx

avec ma(z) = z(x — 1/2)(x + 1/2). On obtient donc

[Eid
|

B < 5= [ ma(o)lde.

On peut noter que x — |ma(x)| est paire, ce qui donne

(3) 1
|E(f)] < 2||f3!}ooJ;) |7 ()| de.

On a aussi
1 1
J Ima(@)lde = | lole = 1/2)(z + 1/2)lde
0 0
1/2 .
:J x@@—@@+¢pmx+J o(x — 1/2)(z + 1/2)dz
’ 1/2
_ 1 9
-t
5
32
On a donc i )
<25 _ 15Ol 5

3 32 31 16

b

Q. 4 Donner une approximation de J ft)dt faisant intervenir uniquement les 8 points
a

3a+b a+b a+3b
() (7)) (45

R. 4 En effectuant le changement de variable

a+b b—a

t= 5 + 5 x = ¢(x)

on obtient, en notant g = f o ¢,

[ = [ gt @as

b—a [*
i J g(z)dz.
~1

On a alors




avec J(g) = 39(—3) — 59(0) + 39(3) et

o(—5) = Fod(-3) = FGa+ 1b)
9(0) = f09(0) = (3 a+ 3b)
o(3) = Foo(z) = f(Ga+ 3b)
O en dedult b b—as4,3 1 2,1 1 4,1 3
Lf(t)dm (55 Gat (- i Gat g b+ 5fGa+ o). (5)

On peut noter que cette approximation sera exacte (au moins) pour les polyndomes de degré inférieur ou égal a 2.
Pour les courageux: Pouvez-vous dire mieux?’

1

Q. 5 Application : donner une valeur approchée de Jo (t(slm_(:;))wdt.

R. 5 On utilise la formule (5) avec f(t) = %, a=0etb=1:

L sin(nt) 14,1 2,1 4.3
JO (t(1 —t))3/2 di ~ §<§f(i) —3/G) Ef(i))'

Orona f(3)=f(3)=23+3v2et f(3) = 8. Ce qui donne

b sin(nt) 128 8
L e _t))3/2dt ~ 2—7\@[— 3

b pd
Q. 6 Etant donné une fonction g de 2 variables, utiliser ce qui précéde pour donner une valeur approchée de J f g(z,y)dzdy

a c
a laide de la valeur de g en certains points que l’on précisera.

R. 6 On a
b pd b d
J J g(z,y)dzdy :J h(z)dz avec h(z) :J g(z,y)dy.

On pose

~3a+b _a+b _a+3b

Ty = 4 y, L1 = 2 y L2 = 4

et

~3c+d c+d c+3d

Yo 4 y L1 T7 To = 4
De (5), on déduit

d — C
h(x) = f g(x,y)dy ~ d (%g(fﬂ,yo) - %g(fc,yl) + %g(w,yz))

et, ¥j € [0,2]

b
b—as4 2 4
f g(x,y;)dxdy ~ 5 (gg(:vo,yj) - gg(xhyj) + gg(x%yj))

On obtient alors

b
b—ad—cr4 4 2 4
L h(z)dr ~ B) B) [g(gg(xoayo) - 59(33171/0) + §Q($27y0))

2.4 2 4

- g(gg(%ayl) - gg(%ayl) + gg(l'z,yl))
4 .4 2 4

+ g(gg(xoayz) - gg(xlva) + gg(ffz,yz))]
b—ad—c

N3 [49(560,@/0) —29(z1,90) + 49(x2,0)

—2¢g(xo, 1) + g9(x1, y1) — 29(x2, Y1)
(

+4g(z0,y2) — 29(x1, y2) + 49(1’2’92)]

1La réponse «mieux» n’est pas la bonne! ref. Coluche



Q. 7 Par cette méthode quelle approximation de : f f xydxdy obtient-on ?
o Jo

R. 7 Dans ce cas, on a xg = yo = 1/4, x1 = y1 = 1/2 et x5 = yo = 3/4. On a donc

1 1 3 1 1 .3 3 3 9
dd~7[4—72 42 9o 4 92 142 92 4y ]
ijyxy TR S T R S R T T
133 91
94 4 47 4
On peut noter que
1,1 1 Y211 1 (! 1
Jfacydxdy:Jx[—] dm:ff rdr = —
EXERCICE 3 ]

Soient f € C%([a,b]; R) et Q,(f,a,b) Une formule de quadrature élémentaire est donnée par :
Qu(f,a,0) = (b—a) Y w; f(x;) (1)
j=0

avec Vj € [0,n] w; € R et z; € [a,b], les x; étant distincts deux & deux. Cette formule permet d’approcher l'intégrale
de f entre a et b.
Par exemple la formule de quadrature élémentaire de Simpson est donnée par

(f(a) +4f(——) + £(b)). (2)

Q.1 1. Rappeler la définition du degré d’exactitude pour la formule de quadrature (1).

—a a+b

Qsimpson(f’ a,b) =

2. Démontrer que la formule de quadrature élémentaire (1) a n + 1 points est d’ordre k si et seulement si
n br+1 _ ar+1

——. vre[okl. (3)

3. En déduire qu’il existe une unique formule de quadrature élémentaire (1) a n + 1 points d’ordre n au moins.

R. 1 1. Voici la définition tirée du poly:

¥ Definition

On dit qu’'une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est d’ordre p ou a pour degré d’exactitude
p si elle est exacte pour les polynomes de degré inférieur ou égal a p.

2. Voir démonstration de la proposition 5.3 du poly.

3. Pour déterminer les n 4 1 poids (w;);e[o,n] on utilise (3), en prenant k = n, et on obtient exactement n + 1
équations linéaires en les (w;) s’écrivant matriciellement sous la forme :

1 1 ... 1 wo b—a
b2—a?
ro x o x| | wr R
(b—a)| . . . =
n n n prtl_gntl
xg oy ) \w, Y

La matrice intervenant dans le systéme précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est inversible
(car les (x;) sont deux a deux distincts). Ceci établi donc l'existence et I'unicité de poids (w;)iefo,,] tels que la
formule de quadrature élémentaire soit d’ordre (au moins) n.

Pour démontrer I'inversibilité? de la matrice de Vandermonde définie par

1 1 ... 1
) 1 e Tn
V=1 . . )
xy 7 Ty

2non fait dans le poly.



on va montrer que le noyau de sa transposée est réduite au vecteur nul.
Soit @ = (ag, - .., a,) € ker(V!), montrons qu’alors a = 0.
Comme a € ker(V'), on a

Via =0

ao +a1xo + ...+ apxy
Via = | .
‘ap + a1Tp + ...+ anTh

Or

On note alors Q € R,[X] le polyndme defini par

n
x) = Z a;x’
i=0

On a alors
Q(zo)
Via = : =0
Donc (n + 1) points distincts (x;)!_, sont racines du polynéme Q € R,,[X]. On en déduit Q est le polynéme nul
et doncag=...=a, =0.

On dit que la formule de quadrature (1) est symétrique si

i —i b
Vi e [0,n], Ti Jr;n L = a; et w; = Wp_. 4)

Q. 2 On suppose les poids w; donnés par

1 (P
wi = JH ~ % gy J Yz, viefon] 5)
— ). 1 -

T P t;
J#i J#i

avec t; = (x; — a)/(b— a). Montrer alors que la formule (1) a pour degré d’exactitude n au moins.
R. 2 En fait, on a
. I
Vie [0,n], w; = HL L;(z)dx
ou les L; sont les fonctions de base de Lagrange définies par
Li(w) = [ =—2.

i=0 Ty — Ty
J#i

Soit P € R,,[X], alors il s’écrit comme combinaison linéaire des fonctions de base de Lagrange et
n
= Z P(x;)L;(x
i=0

On a alors

JbP(x)dx = VPG Jb Li(w)da

a i=0 a

=(b—a) Z w;P(z;)
i=0
=0, (P,a,b).

Donc la formule de quadrature (1) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q.3 1. Montrer que si la formule (1) est symétrique et exacte pour les polynomes de degré 2m alors elle est
nécessairement exacte pour les polyndmes de degré 2m + 1.

2. Démontrer que la formule de Simpson (2) a pour degré d’exactitude 3.

R. 3 1. Voir démonstration de la proposition 5.5 du poly.



2. Pour la formule de Simpson, n = 2 et les points et les poids sont symétriques. Donc, d’aprés la sous-question
précédente, comme n est pair, elle est d’order n + 1 = 3.

Soit g € C%([e, B]; R).

Q. 4 Ezpliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire (1) pour le calcul
d’une approzimation de lintégrale de g sur lintervalle [a, B].

R. 4 Elle consiste en I'utilisation de la relation de Chasles pour décomposer I'intégrale en une somme d’intégrales sur
des domaines plus petits puis a approcher chacune de ces intégrales a l'aide de la formule élémentaire (1).
Plus précisement, soit (;)ie[o,x] une subdivison de I'intervalle [, 3]:

a=a0<a1<--~<ak=ﬁ.

comp

La méthode de quadrature composée associée a Q,,, notée Q , est donnée par

k

3
QN0 8) = 3] Qnlg 1,00 REE (6)

] — [e3%

On note (z;)Y, la discrétisation réguliére de 'intervalle [a, 8] avec N + 1 points.

Q.5 1. Donner précisement la méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire de Simpson (2)
pour le calcul d’une approzimation de lintégrale de g sur Uintervalle [a, B8] en utilisant la discrétisation réguliere
(z:), de cet intervalle.

2. Quel est le degré d’exactitude de cette méthode composée? Justifiez
R.5 1. Soit (zj)évzo la discrétisation réguliére de 'intervalle [a, 8] donnée par
zj =a+jh, Vje[0,N]

avec h = (f—a)/N. En notant m; = %’Eﬁ le point milieu de I'intervalle [o;_1, o], la méthode de quadrature
composée associée a la formule élémentaire de Simpson (2) pour le calcul d’'une approximation de I'intégrale
de g sur lintervalle [, 3] utilisant la discrétisation réguliére (z;)Y , de cet intervalle est donnée par:

B Nz
f g(z)dx = EJ‘ Z 2(9,2j-1, %)) *Z 9(zj—1) + 4g(m;) + g(2;))

X j=1 Zj—l j=1 j=1

N—
( 2 ) +9(20) Z )+g ZN)) (7)

(2N ps )

2. Le degré d’exactitude de la méthode composée de Simpson est le méme que celui de la formule élémentaire de
Simpson (2), c’est a dire 3. En effet sur chacun des intervalles [z;_1, z;] la formule élémentaire est exacte pour
les polynomes de degré inférieurs ou égales a 3, et par la propriété de Chasles la formule composée aura le méme
degré d’exactitude.

La méthode de quadrature composée des trapézes est donnée par

B8
j o(x)dz d(zkr) + 9(2)). (8)

[e% —

Q. 6 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique QuadTrap calculant une approximation de Si g(x)dx par la
méthode de quadrature composée des trapézes (8). Dans cette fonction il faudra minimiser le nombre d’appels a la
fonction g.

R. 6 On a

2

9(zk—1) + g(2x)) =
k=1



Algorithme 1 Fonction QuapTrapr permettant de calculer (8)

Données : ¢ : fonction

alpha : borne inférieure de l'intervalle i.e. «,

beta :  borne supérieure de l'intervalle i.e. 3,

N :  nombre de pas de la discrétisation réguliére.
Résultat : I : la valeur approchée de I'intégrale.

1: Fonction I « QuapTrar ( g, alpha,beta, N )
2:  h <« (beta — alpha)/N
3 Z < alpha : h : beta

4 S<0

5. Pour i<« 2 a N faire
6 S—S+g(Z())

7. Fin Pour

5. T (h/2) % (g(Z(1) + g(Z(N + 1)) + h+ S
9: Fin Fonction

Q. 7 (algorithmique) Proposer un algorithme permettant de vérifier/trouver numériquement le degré d’exactitude de

().

R. 7 Un test basique consite & déterminer la valeur entiére » maximale pour laquelle la formule de quadrature appliquée
a la fonction  — 2" et un itervalle [a,b] donné est exacte.

Algorithme 2 Trouver numériquement le degré d’exactitude de méthode de quadrature composée des trapézes.

T« —1
E<0
N <5 > N quelconque
a «— —57/3; b« 117/3 = Aléatoire possible (avec a # —b)
Tantque E < le — 15 faire
r—r+1
f—(z—am)
I — QuapTrar(f,a,b, N)
Tex « ("1 —a™ 1) /(r + 1) = Integrale exacte
E — |I — Iex|
: Fin Tantque
crer—1 > Le degré d’exactitude est le r final.

== e




