
Exercice 1

Soient g P C0pr´1; 1s;Rq et t1 ă t2 ă . . . ă tM , M points de l’intervalle r´1; 1s. On note

Liptq “
M
ź

j“1
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

, @i P v1,Mw.

Q. 1 Montrer que les tLiuiPv1,Mw forment une base de RM´1rXs.

R. 1 On a, @i P v1,Mw, Li P RM´1rXs et dimRM´1rXs. De plus on a, @pi, kq P v1,Mw2,

Liptkq “
M
ź

j“1
j‰i

tk ´ tj
ti ´ tj

“ δi,k.

Pour démontrer que lesM fonctions tLiuMi“1 forment une base de RM´1rXs, il suffit alors de démontrer qu’elles forment
une famille libre, c’est à dire

´

@pλ1, . . . , λM q P R
M ,

M
ÿ

i“1

λiLi “ 0
¯

ùñ @i P v1,Mw, λi “ 0

Soit pλ1, . . . , λM q P RM . On a

M
ÿ

i“1

λiLi “ 0ô @x P R,
M
ÿ

i“1

λiLipxq “ 0

ñ @k P v1,Mw,
M
ÿ

i“1

λiLipxkq “ 0

ñ @k P v1,Mw, λk “ 0 car Lipxkq “ δi,k.

Les tLiuiPv1,Mw forment donc une base de RM´1rXs.

Q. 2 Montrer que la formule de quadrature

Jpgq “
M
ÿ

i“1

wigptiq

est exacte pour les polynômes de degré M ´ 1 si et seulement si

wj “

ż 1

´1

Ljptqdt, @j P v1,Mw. (1)

R. 2 ñ Supposons la formule de quadrature exacte pour les polynômes de degré M ´ 1 nous allons montrer que
(1) est vraie.
Comme @i P v1,Mw, Li P RM´1rXs on a

@i P v1,Mw, JpLiq “

ż 1

´1

Lipxqdx.

Or la formule de quadrature étant exacte pour chaque Li, on a aussi

@i P v1,Mw, JpLiq “
M
ÿ

k“1

wkLipxkq “
M
ÿ

k“1

wkδi,k “ wi.

On obtient donc

wi “

ż 1

´1

Lipxqdx.

ð Supposons que (1) soit vraie. Nous allons montrer que la formule de quadrature est exacte pour les polynômes
de degré M ´ 1.



Soit P P RM´1rXs. Comme les tLiuMi“1 forment une base de RM´1rXs, le polynôme P peut s’écrire comme
combinaison linéaire des fonctions de bases:

Dpλ1, . . . , λM q P R
M , tel que P “

M
ÿ

i“1

λiLi.

On a alors
ż 1

´1

Ppxqdx “

ż 1

´1

M
ÿ

i“1

PpxiqLipxqdx

“

M
ÿ

i“1

Ppxiq

ż 1

´1

Lipxqdx par linéarité de l’intégrale

“

M
ÿ

i“1

Ppxiqwi par hypothèse

“ JpPq.

la formule de quadrature est donc exacte pour les polynômes de degré M ´ 1.
On a donc démontrer l’équivalence demandée.

On fixe M “ 4. Soient α Ps0; 1r, t1 “ ´1, t2 “ ´α, t3 “ α, t4 “ 1.

Q. 3 Déterminer pwiqiPv1,4w en fonction de α de telle sorte que

@P P R3rXs, J4pPq “

ż 1

´1

Pptqdt. (2)

R. 3 D’après la question précédente, on a

´

@P P R3rXs, J4pPq “

ż 1

´1

Pptqdt
¯

ðñ

´

wj “

ż 1

´1

Ljptqdt, @j P v1, 4w
¯

On a

L1pxq “ ´
pα` xqpα´ xqpx´ 1q

2 pα` 1qpα´ 1q

L2pxq “
pα´ xqpx` 1qpx´ 1q

2 pα` 1qpα´ 1qα

L3pxq “
pα` xqpx` 1qpx´ 1q

2 pα` 1qpα´ 1qα

L4pxq “
pα` xqpα´ xqpx` 1q

2 pα` 1qpα´ 1q

et donc

w1 “

ż 1

´1

L1pxqdx “
3α2 ´ 1

3 pα` 1qpα´ 1q

w2 “

ż 1

´1

L2pxqdx “ ´
2

3 pα` 1qpα´ 1q

w3 “

ż 1

´1

L3pxqdx “ ´
2

3 pα` 1qpα´ 1q

w4 “

ż 1

´1

L4pxqdx “
3α2 ´ 1

3 pα` 1qpα´ 1q

Q. 4 Déterminer α pour maximiser r P N vérifiant

J4pPq “

ż 1

´1

Pptqdt, @P P RrrXs. (3)

Expliciter alors les pwiqiPv1,4w.



R. 4 D’après la question précédente, on sait déjà que r est au moins égale à 3.
Soit P P RrrXs alors Pptq “ atr `Qpxq avec Q P Rr´1rXs et a P R. Donc, pour que (3) soit vérifiée il faut et il suffit
que

J4pQq “

ż 1

´1

Qptqdt, @Q P Rr´1rXs et J4pt ÞÑ trq “

ż 1

´1

trdt. (4)

‚ r “ 4. On a
ż 1

´1

t4dt “
2

5
.

De plus, on a

J4pt ÞÑ trq “
4
ÿ

i“1

wit
4
i “

3α2 ´ 1

3 pα` 1qpα´ 1q
ˆ p´1q4 `´

2

3 pα` 1qpα´ 1q
ˆ p´αq4

´
2

3 pα` 1qpα´ 1q
ˆ α4 `

3α2 ´ 1

3 pα` 1qpα´ 1q
ˆ 14

“ ´
4

3
α2 `

2

3
.

et donc α “ ´ 1
5

?
5 ou α “ 1

5

?
5. Comme α Ps0, 1r, on obtient

α “
1

5

?
5.

Pour cette valeur on obtient

w1 “
1

6
, w2 “

5

6
w3 “

5

6
, w4 “

1

6

et
J4pgq “

1

6
gp´1q `

5

6
gp´

1

5

?
5q `

5

6
gp

1

5

?
5q `

1

6
gp1q (5)

Cette formule est exacte (au moins) pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 4.

‚ r “ 5. On a immédiatement
ż 1

´1

t5dt “ 0 “ J4pt ÞÑ t5q.

La formule (5) est donc exacte (au moins) pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 5.

‚ r “ 6. On a
ż 1

´1

t6dt “
2

7
‰ J4pt ÞÑ t6q “

26

75
.

La formule (5) n’est donc pas exacte pour le monôme t ÞÑ t6.

En conclusion, La formule (5) est donc exacte (au moins) pour les polynômes de degré inférieur ou égal à r “ 5.

Exercice 2

On cherche à déterminer une valeur approchée Jpfq de :

Ipfq “

ż 1

´1

fpxqdx

sous la forme
Jpfq “ α0fp´1{2q ` α1fp0q ` α2fp1{2q.

Q. 1 1. Calculer le polynôme P qui interpole f aux points ´1{2, 0 et 1{2.

2. En déduire Jpfq.



R. 1 1. Le polynôme d’interpolation de Lagrange qui interpole f aux points distincts px0, . . . , xnq s’écrit:

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

fpxiqLipxq avec Lipxq
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

(1)

On applique cette formule avec n “ 2, x0 “ ´
1
2 , x1 “ 0 et x2 “ 1

2 pour obtenir

L0pxq “ p2x´ 1qx, L1pxq “ ´p2x` 1qp2x´ 1q, L2pxq “ ´p2x` 1qp2x´ 1q.

et
Ppxq “ P2pxq “ p2x´ 1qxˆ fp´

1

2
q ´ p2x` 1qp2x´ 1q ˆ fp0q ` p2x` 1qxˆ fp

1

2
q.

2. On va déterminer les coefficients de manière à avoir

Jpfq “

ż 1

´1

Ppxqdx.

On a alors
ż 1

´1

L0pxqdx “
4

3
,

ż 1

´1

L0pxqdx “ ´
2

3
et

ż 1

´1

L2pxqdx “
4

3
.

Ce qui donne

Jpfq “
4

3
fp´

1

2
q ´

2

3
fp0q `

4

3
fp

1

2
q

Q. 2 Retrouver les coefficients α0, α1 et α2 en écrivant que l’approximation doit être exacte pour les polynômes de
degré inférieur ou égal à 2.

R. 2 l’approximation devant être exacte pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 2, elle doit donc être exacte
pour les monômes x ÞÑ 1, x ÞÑ x et x ÞÑ x2 c’est à dire:

$

’

&

’

%

Ipx ÞÑ 1q “ Jpx ÞÑ 1q

Ipx ÞÑ xq “ Jpx ÞÑ xq

Ipx ÞÑ x2q “ Jpx ÞÑ x2q

Ceci revient alors à résoudre le système
$

’

&

’

%

α0 ` α1 ` α2 “ 2

´ 1
2 α0 `

1
2 α2 “ 0

1
4 α0 `

1
4 α2 “

`

2
3

˘

On obtient alors
α0 “

ˆ

4

3

˙

, α1 “

ˆ

´
2

3

˙

et α2 “

ˆ

4

3

˙

.

Q. 3 On pose Epfq “ Ipfq ´ Jpfq. Montrer que si f P C3pr´1, 1s;Rq alors

|Epfq| ď
1

3!

5

16

›

›

›
f p3q

›

›

›

8
. (2)

R. 3 On rappelle le théorème vu en cours:

Theorem

Soient n P N˚ et x0, ¨ ¨ ¨ , xn n`1 points distincts de l’intervalle ra, bs. Soient f P Cn`1pra; bs;Rq et Pn le polynôme
d’interpolation de Lagrange de degré n passant par pxi, fpxiqq, @i P v0, nw. Alors,
@x P ra, bs, Dξx P pminpxi, xq,maxpxi, xqq,

fpxq ´ Pnpxq “
f pn`1qpξxq

pn` 1q!

n
ź

i“0

px´ xiq (3)



Ce théorème nous permet d’affirmer dans notre cas: @x P r´1; 1s, Dξx Ps ´ 1; 1r tel que

fpxq ´ Ppxq “
f p3qpξxq

3!
xpx´ 1{2qpx` 1{2q. (4)

Par construction on a Jpfq “ JpPq et IpPq “ JpPq, ce qui donne

Epfq “ Ipfq ´ Jpfq “ Ipfq ´ JpPq “ Ipfq ´ IpPq

Par linéarité de l’intégrale, on obtient
Epfq “ Ipf ´ Pq.

En intégrant (4), on a

Epfq “

ż 1

´1

fpxq ´ Ppxqdx “

ż 1

´1

f p3qpξxq

3!
π2pxqdx

avec π2pxq “ xpx´ 1{2qpx` 1{2q. On obtient donc

|Epfq| ď

›

›f p3q
›

›

8

3!

ż 1

´1

|π2pxq|dx.

On peut noter que x ÞÑ |π2pxq| est paire, ce qui donne

|Epfq| ď 2

›

›f p3q
›

›

8

3!

ż 1

0

|π2pxq|dx.

On a aussi
ż 1

0

|π2pxq|dx “

ż 1

0

|xpx´ 1{2qpx` 1{2q|dx

“

ż 1{2

0

xp1{2´ xqpx` 1{2qdx`

ż 1

1{2

xpx´ 1{2qpx` 1{2qdx

“
1

64
`

9

64

“
5

32

On a donc

|Epfq| ď 2

›

›f p3q
›

›

8

3!

5

32
“

›

›f p3q
›

›

8

3!

5

16
.

Q. 4 Donner une approximation de
ż b

a

fptqdt faisant intervenir uniquement les 3 points

f

ˆ

3a` b

4

˙

, f

ˆ

a` b

2

˙

, f

ˆ

a` 3b

4

˙

.

R. 4 En effectuant le changement de variable

t “
a` b

2
`
b´ a

2
x “ φpxq

on obtient, en notant g “ f ˝ φ,

ż b

a

fptqdt “

ż 1

´1

gpxqφ1pxqdx

“
b´ a

2

ż 1

´1

gpxqdx.

On a alors
ż b

a

fptqdt “
b´ a

2
Ipgq «

b´ a

2
Jpgq



avec Jpgq “ 4
3gp´

1
2 q ´

2
3gp0q `

4
3gp

1
2 q et

gp´
1

2
q “ f ˝ φp´

1

2
q “ fp

3

4
a`

1

4
bq

gp0q “ f ˝ φp0q “ fp
1

2
a`

1

2
bq

gp
1

2
q “ f ˝ φp

1

2
q “ fp

1

4
a`

3

4
bq.

On en déduit
ż b

a

fptqdt «
b´ a

2

´4

3
fp

3

4
a`

1

4
bq ´

2

3
fp

1

2
a`

1

2
bq `

4

3
fp

1

4
a`

3

4
bq
¯

. (5)

On peut noter que cette approximation sera exacte (au moins) pour les polynômes de degré inférieur ou égal à 2.
Pour les courageux: Pouvez-vous dire mieux?1

Q. 5 Application : donner une valeur approchée de
ż 1

0

sinpπtq

ptp1´ tqq3{2
dt.

R. 5 On utilise la formule (5) avec fptq “ sinpπtq
ptp1´tqq3{2

, a “ 0 et b “ 1:

ż 1

0

sinpπtq

ptp1´ tqq3{2
dt «

1

2

´4

3
fp

1

4
q ´

2

3
fp

1

2
q `

4

3
fp

3

4
q

¯

.

Or on a fp 14 q “ fp 34 q “
32
9

?
3
?
2 et fp 12 q “ 8. Ce qui donne

ż 1

0

sinpπtq

ptp1´ tqq3{2
dt «

128

27

?
3
?
2´

8

3
.

Q. 6 Etant donné une fonction g de 2 variables, utiliser ce qui précède pour donner une valeur approchée de
ż b

a

ż d

c

gpx, yqdxdy

à l’aide de la valeur de g en certains points que l’on précisera.

R. 6 On a
ż b

a

ż d

c

gpx, yqdxdy “

ż b

a

hpxqdx avec hpxq “
ż d

c

gpx, yqdy.

On pose

x0 “
3a` b

4
, x1 “

a` b

2
, x2 “

a` 3b

4

et
y0 “

3c` d

4
, x1 “

c` d

2
, x2 “

c` 3d

4
.

De (5), on déduit

hpxq “

ż d

c

gpx, yqdy «
d´ c

2

´4

3
gpx, y0q ´

2

3
gpx, y1q `

4

3
gpx, y2q

¯

et, @j P v0, 2w
ż b

a

gpx, yjqdxdy «
b´ a

2

´4

3
gpx0, yjq ´

2

3
gpx1, yjq `

4

3
gpx2, yjq

¯

On obtient alors
ż b

a

hpxqdx «
b´ a

2

d´ c

2

”4

3

`4

3
gpx0, y0q ´

2

3
gpx1, y0q `

4

3
gpx2, y0q

˘

´
2

3

`4

3
gpx0, y1q ´

2

3
gpx1, y1q `

4

3
gpx2, y1q

˘

`
4

3

`4

3
gpx0, y2q ´

2

3
gpx1, y2q `

4

3
gpx2, y2q

˘

ı

«
b´ a

3

d´ c

3

”

4gpx0, y0q ´ 2gpx1, y0q ` 4gpx2, y0q

´ 2gpx0, y1q ` gpx1, y1q ´ 2gpx2, y1q

` 4gpx0, y2q ´ 2gpx1, y2q ` 4gpx2, y2q
ı

1La réponse «mieux» n’est pas la bonne! ref. Coluche



Q. 7 Par cette méthode quelle approximation de :
ż 1

0

ż 1

0

xydxdy obtient-on ?

R. 7 Dans ce cas, on a x0 “ y0 “ 1{4, x1 “ y1 “ 1{2 et x2 “ y2 “ 3{4. On a donc

ż 1

0

ż 1

0

xydxdy «
1

9

”

4.
1

16
´ 2

1

8
` 4

3

16
´ 2

1

8
`

1

4
´ 2

3

8
` 4

3

16
´ 2

3

8
` 4

9

16

ı

“
1

9
p
3

4
´

3

4
`

9

4
q “

1

4
.

On peut noter que
ż 1

0

ż 1

0

xydxdy “

ż 1

0

x
”y2

2

ı1

0
dx “

1

2

ż 1

0

xdx “
1

4
.

Exercice 3

Soient f P C0pra, bs;Rq et Qnpf, a, bq Une formule de quadrature élémentaire est donnée par :

Qnpf, a, bq
def
“ pb´ aq

n
ÿ

j“0

wjfpxjq (1)

avec @j P v0, nw wj P R et xj P ra, bs, les xj étant distincts deux à deux. Cette formule permet d’approcher l’intégrale
de f entre a et b.
Par exemple la formule de quadrature élémentaire de Simpson est donnée par

Qsimpsonpf, a, bq “
b´ a

6

`

fpaq ` 4fp
a` b

2
q ` fpbq

˘

. (2)

Q. 1 1. Rappeler la définition du degré d’exactitude pour la formule de quadrature (1).

2. Démontrer que la formule de quadrature élémentaire (1) à n` 1 points est d’ordre k si et seulement si

pb´ aq
n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
, @r P v0, kw. (3)

3. En déduire qu’il existe une unique formule de quadrature élémentaire (1) à n` 1 points d’ordre n au moins.

R. 1 1. Voici la définition tirée du poly:

Definition

On dit qu’une formule d’intégration (ou formule de quadrature) est d’ordre p ou a pour degré d’exactitude
p si elle est exacte pour les polynômes de degré inférieur ou égal à p.

2. Voir démonstration de la proposition 5.3 du poly.

3. Pour déterminer les n ` 1 poids pwiqiPv0,nw on utilise (3), en prenant k “ n, et on obtient exactement n ` 1
équations linéaires en les pwiq s’écrivant matriciellement sous la forme :

pb´ aq

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 ¨ ¨ ¨ 1
x0 x1 ¨ ¨ ¨ xn
...

...
...

xn0 xn1 ¨ ¨ ¨ xnn

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

w0

w1

...
wn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

b´ a
b2´a2

2
...

bn`1
´an`1

n`1

˛

‹

‹

‹

‚

La matrice intervenant dans le système précédent s’appelle la matrice de Vandermonde et elle est inversible
(car les pxiq sont deux à deux distincts). Ceci établi donc l’existence et l’unicité de poids pwiqiPv0,nw tels que la
formule de quadrature élémentaire soit d’ordre (au moins) n.
Pour démontrer l’inversibilité2 de la matrice de Vandermonde définie par

V “

¨

˚

˚

˚

˝

1 1 ¨ ¨ ¨ 1
x0 x1 ¨ ¨ ¨ xn
...

...
...

xn0 xn1 ¨ ¨ ¨ xnn

˛

‹

‹

‹

‚

2non fait dans le poly.



on va montrer que le noyau de sa transposée est réduite au vecteur nul.
Soit aaa “ pa0, . . . , anq P kerpVtq, montrons qu’alors aaa “ 0.
Comme aaa P kerpVtq, on a

Vtaaa “ 0

Or

Vtaaa “

˜

a0 ` a1x0 ` . . .` anx
n
0

...a0 ` a1xn ` . . .` anxnn

¸

On note alors Q P RnrXs le polynôme defini par

Qpxq “
n
ÿ

i“0

aix
i.

On a alors

Vtaaa “

¨

˚

˝

Qpx0q
...

Qpxnq

˛

‹

‚

“ 0

Donc pn` 1q points distincts pxiqni“0 sont racines du polynôme Q P RnrXs. On en déduit Q est le polynôme nul
et donc a0 “ . . . “ an “ 0.

On dit que la formule de quadrature (1) est symétrique si

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“
a` b

2
et wi “ wn´i. (4)

Q. 2 On suppose les poids wi donnés par

wi “
1

b´ a

ż b

a

n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

dx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

dx, @i P v0, nw (5)

avec ti “ pxi ´ aq{pb´ aq. Montrer alors que la formule (1) a pour degré d’exactitude n au moins.

R. 2 En fait, on a

@i P v0, nw, wi “
1

b´ a

ż b

a

Lipxqdx

où les Li sont les fonctions de base de Lagrange définies par

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

.

Soit P P RnrXs, alors il s’écrit comme combinaison linéaire des fonctions de base de Lagrange et

Ppxq “
n
ÿ

i“0

PpxiqLipxq.

On a alors
ż b

a

Ppxqdx “
n
ÿ

i“0

Ppxiq

ż b

a

Lipxqdx

“ pb´ aq
n
ÿ

i“0

wiPpxiq

“ QnpP, a, bq.

Donc la formule de quadrature (1) a pour degré d’exactitude n au moins.

Q. 3 1. Montrer que si la formule (1) est symétrique et exacte pour les polynômes de degré 2m alors elle est
nécessairement exacte pour les polynômes de degré 2m` 1.

2. Démontrer que la formule de Simpson (2) a pour degré d’exactitude 3.

R. 3 1. Voir démonstration de la proposition 5.5 du poly.



2. Pour la formule de Simpson, n “ 2 et les points et les poids sont symétriques. Donc, d’après la sous-question
précédente, comme n est pair, elle est d’order n` 1 “ 3.

Soit g P C0prα, βs;Rq.

Q. 4 Expliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée à la formule élémentaire (1) pour le calcul
d’une approximation de l’intégrale de g sur l’intervalle rα, βs.

R. 4 Elle consiste en l’utilisation de la relation de Chasles pour décomposer l’intégrale en une somme d’intégrales sur
des domaines plus petits puis à approcher chacune de ces intégrales à l’aide de la formule élémentaire (1).
Plus précisement, soit pαiqiPv0,kw une subdivison de l’intervalle rα, βs:

α “ α0 ă α1 ă ¨ ¨ ¨ ă αk “ β.

La méthode de quadrature composée associée à Qn, notée Qcomp
k,n , est donnée par

Qcomp
k,n pg, α, βq “

k
ÿ

i“1

Qnpg, αi´1, αiq «

ż β

α

gpxqdx (6)

On note pziqNi“0 la discrétisation régulière de l’intervalle rα, βs avec N ` 1 points.

Q. 5 1. Donner précisement la méthode de quadrature composée associée à la formule élémentaire de Simpson (2)
pour le calcul d’une approximation de l’intégrale de g sur l’intervalle rα, βs en utilisant la discrétisation régulière
pziq

N
i“0 de cet intervalle.

2. Quel est le degré d’exactitude de cette méthode composée? Justifiez

R. 5 1. Soit pzjqNj“0 la discrétisation régulière de l’intervalle rα, βs donnée par

zj “ α` jh, @j P v0, Nw

avec h “ pβ´αq{N. En notant mj “
αj´1`αj

2 le point milieu de l’intervalle rαj´1, αjs, la méthode de quadrature
composée associée à la formule élémentaire de Simpson (2) pour le calcul d’une approximation de l’intégrale
de g sur l’intervalle rα, βs utilisant la discrétisation régulière pziqNi“0 de cet intervalle est donnée par:

ż β

α

gpxqdx “
N
ÿ

j“1

ż zj

zj´1

gpxqdx «

N
ÿ

j“1

Q2pg, zj´1, zjq “
h

6

N
ÿ

j“1

pgpzj´1q ` 4gpmjq ` gpzjqq

«
h

6

˜

4
N
ÿ

j“1

gpmjq ` gpz0q ` 2
N´1
ÿ

j“1

gpzjq ` gpzN q

¸

(7)

2. Le degré d’exactitude de la méthode composée de Simpson est le même que celui de la formule élémentaire de
Simpson (2), c’est à dire 3. En effet sur chacun des intervalles rzj´1, zjs la formule élémentaire est exacte pour
les polynômes de degré inférieurs ou égales à 3, et par la propriété de Chasles la formule composée aura le même
degré d’exactitude.

La méthode de quadrature composée des trapèzes est donnée par
ż β

α

gpxqdx «
β ´ α

2N

N
ÿ

k“1

pgpzk´1q ` gpzkqq. (8)

Q. 6 (algorithmique) Ecrire la fonction algorithmique QuadTrap calculant une approximation de
şβ

α
gpxqdx par la

méthode de quadrature composée des trapèzes (8). Dans cette fonction il faudra minimiser le nombre d’appels à la
fonction g.

R. 6 On a

β ´ α

2N

N
ÿ

k“1

pgpzk´1q ` gpzkqq “
h

2

`

N
ÿ

k“1

gpzk´1q `

N
ÿ

k“1

gpzkq
˘

“
h

2

`

N´1
ÿ

k“0

gpzkq `
N
ÿ

k“1

gpzkq
˘

“
h

2

`

gpz0q `
N´1
ÿ

k“1

gpzkq `
N´1
ÿ

k“1

gpzkq ` gpzN q
˘

“
h

2

`

gpz0q ` gpzN q
˘

` h
N´1
ÿ

k“1

gpzkq



Algorithme 1 Fonction QuadTrap permettant de calculer (8)
Données : g : fonction

alpha : borne inférieure de l’intervalle i.e. α,
beta : borne supérieure de l’intervalle i.e. β,
N : nombre de pas de la discrétisation régulière.

Résultat : I : la valeur approchée de l’intégrale.

1: Fonction I Ð QuadTrap ( g, alpha, beta,N )
2: hÐ pbeta´ alphaq{N
3: Z Ð alpha : h : beta
4: S Ð 0
5: Pour iÐ 2 à N faire
6: SÐ S ` gpZpiqq
7: Fin Pour
8: I Ð ph{2q ˚ pgpZp1qq ` gpZpN ` 1qqq ` h ˚ S
9: Fin Fonction

Q. 7 (algorithmique) Proposer un algorithme permettant de vérifier/trouver numériquement le degré d’exactitude de
(8).

R. 7 Un test basique consite à déterminer la valeur entière r maximale pour laquelle la formule de quadrature appliquée
à la fonction x ÞÑ xr et un itervalle ra, bs donné est exacte.

Algorithme 2 Trouver numériquement le degré d’exactitude de méthode de quadrature composée des trapèzes.

1: r Ð ´1
2: E Ð 0
3: N Ð 5 Ź N quelconque
4: aÐ ´5π{3; bÐ 11π{3 Ź Aléatoire possible (avec a ‰ ´b)
5: Tantque E ă 1e´ 15 faire
6: r Ð r ` 1
7: f Ð px ÞÑ xrq
8: I Ð QuadTrappf, a, b,Nq
9: IexÐ pbr`1 ´ ar`1q{pr ` 1q Ź Integrale exacte

10: E Ð |I ´ Iex|
11: Fin Tantque
12: r Ð r ´ 1 Ź Le degré d’exactitude est le r final.


