
Chapitre 5

Integration

De�nition 5.1

Soient f P C0pra, bs;Rq et Qnpf, a, bq la formule de quadrature donnée par :

Qnpf, a, bq
def

“ pb´ aq
n
ÿ

j“0

wjfpxjq (5.1)

avec @j P v0, nw wj P R et xj P ra, bs. L'erreur associée à cette formule de quadrature, notée Ea,bpfq,
est dé�nie par

Ea,bpfq “
ż b

a

fpxqdx´Qnpf, a, bq, @f P C0pra, bs;Rq (5.2)

De�nition 5.2

On dit qu'une formule d'intégration (ou formule de quadrature) est d'ordre p ou a pour degré
d'exactitude p si elle est exacte pour les polynômes de degré inférieur ou égal à p.

5.1 Méthodes de quadrature élémentaires

5.1.2 Formules de quadrature élémentaires

Proposition 5.3

La formule de quadrature élémentaire (5.1) à n` 1 points est d'ordre k si et seulement si

pb´ aq
n
ÿ

i“0

wix
r
i “

br`1 ´ ar`1

r ` 1
, @r P v0, kw. (5.3)

Proposition 5.4

Soient pxiqiPv0,nw des points deux à deux distincts de l'intervalle ra, bs donnés. Il existe alors une
unique formule de quadrature élémentaire (5.1) à n` 1 points d'ordre n au moins.

Proposition 5.5

Soit Qnpf, a, bq de�nie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire à n ` 1 points (distincts
deux à deux). On dit qu'elle est symétrique si

@i P v0, nw,
xi ` xn´i

2
“
a` b

2
et wi “ wn´i. (5.4)
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Dans ce cas si cette formule est exacte pour les polynômes de degré 2m alors elle est nécessairement
exacte pour les polynômes de degré 2m` 1.

5.1.3 Liens avec le polynôme d'interpolation de Lagrange

Proposition 5.6

Soient f P Cn`1pra, bs;Rq et Qnpf, a, bq de�nie en (5.1), une formule de quadrature élémentaire à
n ` 1 points pxiqiPv0,nw (distincts deux à deux) . Si, pour tout i P v0, nw, les poids wi sont donnés
par

wi “
1

b´ a

ż b

a

n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

dx “

ż 1

0

n
ź

j“0
j‰i

t´ tj
ti ´ tj

dx, @i P v0, nw (5.5)

avec ti “ pxi ´ aq{pb´ aq alors la formule de quadrature est d'ordre n au moins et l'on a

|Ea,bpfq| ď
1

pn` 1q!

›

›

›
f pn`1q

›

›

›

8

ż b

a

|

n
ź

i“0

px´ xiq|dx (5.6)

5.1.4 Formules élémentaires de Newton-Cotes

Proposition 5.7

Soient f P C0pra, bs;Rq et pxiqiPv0,nw une discrétisation régulière de l'intervalle ra, bs: xi “ a ` ih avec h “
pb´ aq{n.
Les formules de quadrature élémentaires de Newton-Cotes s'écrivent sous la forme

ż b

a

fpxqdx « pb´ aq
n
ÿ

i“0

wifpxiq

n ordre wi (poids) nom

1 1 1
2

1
2 trapèze

2 3 1
6

2
3

1
6 Simpson

3 3 1
8

3
8

3
8

1
8 Newton

4 5 7
90

16
45

2
15

16
45

7
90 Villarceau

5 5 19
288

25
96

25
144

25
144

25
96

19
288 ?

6 7 41
840

9
35

9
280

34
105

9
280

9
35

41
840 Weddle

7 7 751
17280

3577
17280

49
640

2989
17280

2989
17280

49
640

3577
17280

751
17280 ?

8 9 989
28350

2944
14175 ´ 464

14175
5248
14175 ´ 454

2835
5248
14175 ´ 464

14175
2944
14175

989
28350 ?

Table 5.1: Méthodes de Newton-Cotes

5.1.5 Méthodes de quadrature composées

De�nition 5.9

Soit pαiqiPv0,kw une subdivison de l'intervalle rα, βs:

α “ α0 ă α1 ă ¨ ¨ ¨ ă αk “ β.
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On a alors
ż β

α

fpxqdx “
k
ÿ

i“1

ż αi

αi´1

fpxqdx. (5.7)

Soit Qnpg, a, bq la formule de quadrature élémentaire à n` 1 points d'ordre p donnée par

Qnpg, a, bq
def

“ pb´ aq
n
ÿ

j“0

wjgpxjq «

ż b

a

gpxqdx.

La méthode de quadrature composée associée à Qn, notée Qcomp
k,n , est donnée par

Qcomp
k,n pf, α, βq “

k
ÿ

i“1

Qnpf, αi´1, αiq «

ż β

α

fpxqdx (5.8)

Proposition 5.10

Soit Qn une formule de quadrature élémentaire à n`1 points. Si Qn est d'ordre p alors la méthode
de quadrature composée associée est aussi d'ordre p : elle est exacte pour tout polynôme de degré
p.

5.2 Erreurs des méthodes de quadrature composées

Théorème 5.11: [1], page 43 (admis)

Soient f P Cp`1pra, bs;Rq et Qcomp
k,n une méthode de quadrature composée associée à une méthode

de quadrature élémentaire Qn d'ordre p ě n. On a alors

|Ecomp
α,β pfq| ď Cppβ ´ αqh

p`1
›

›

›
f pp`1q

›

›

›

8
(5.9)

avec h “ max
jPv1,kw

pαj ´ αj´1q et Cp ą 0.
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