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3.4 Méthodes itératives

3.4.1 Principe

Soit A PMnpKq une matrice régulière, d'éléments diagonaux non-nuls, et bbb P Kn. On note D la matrice

diagonale telle que D “ diagpAq, E la matrice triangulaire inférieure à diagonale nulle dé�nie par
"

eij “ 0, i ď j
eij “ ´aij i ą j

(3.1)

et F la matrice triangulaire supérieure à diagonale nulle dé�nie par
"

fij “ 0, i ě j
fij “ ´aij i ă j

(3.2)

On a A “ D´ E´ F et

pAxxxqi “ bbbi ðñ bi “
n
ÿ

j“1

ai,jxj “
i´1
ÿ

j“1

ai,jxj ` ai,ixi `
n
ÿ

j“i`1

ai,jxj .

Méthode de Jacobi

x
rk`1s
i “

1

aii

˜

bi ´
n
ÿ

j“1,j‰i

aijx
rks
j

¸

@i P v1, nw (3.3)

Méthode de Gauss-Seidel

x
pk`1q
i “

1

aii

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s
j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks
j

¸

@i P v1, nw (3.4)

Méthodes de relaxation S.O.R.

x
rk`1s
i “

w

aii

˜

bi ´
i´1
ÿ

j“1

aijx
rk`1s
j ´

n
ÿ

j“i`1

aijx
rks
j

¸

` p1´ wqx
rks
i @i P v1, nw (3.5)

Exercice 3.4.1

En écrivant A sous la forme A “ D´ E´ F, montrer que les méthodes itératives de Jacobi, Gauss-
Seidel et S.O.R. s'écrivent sous la forme xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc, où l'on exprimera les matrices B et les
vecteurs ccc en fonction de D, E, F et bbb.

Proposition 3.44

Soit A une matrice régulière telle que tous ses éléments diagonaux soient non nuls. On note D “

diagpAq et E, F, les matrices à diagonales nulles respectivement triangulaire inférieure et supérieure
telles que A “ D´ E´ F. On pose L “ D-1E et U “ D-1F.
La matrice d'itération de la méthode de Jacobi, notée J, est donnée par

J “ D-1pE` Fq “ L` U, (3.6)

La matrice d'itération de la méthode S.O.R., notée Lw, est donnée par

Lw “

ˆ

D
w
´ E

˙-1ˆ

1´ w

w
D` F

˙

“ pI´ wLq-1 pp1´ wqI` wUq . (3.7)

et elle véri�e
ρpLwq ě |w ´ 1|. (3.8)



2

La matrice d'itération de Gauss-Seidel est L1 et elle correspond à

L1 “ pD´ Eq-1F “ pI´ Lq-1U. (3.9)

3.4.2 Etude de la convergence

Théorème 3.45

Soit A une matrice régulière décomposée sous la forme A “ M´ N avec M régulière. On pose

B “ M-1N et ccc “ M-1bbb.

Alors la suite dé�nie par
xxxr0s P Kn et xxxrk`1s “ Bxxxrks ` ccc

converge vers x̄xx “ A-1bbb quelque soit xxxr0s si et seulement si ρpBq ă 1.

Corollaire 3.46

Soit A une matrice véri�ant ai,i ‰ 0 @i. Une condition nécessaire de convergence pour la méthode
S.O.R. est que 0 ă w ă 2.

Théorème 3.47

Soit A une matrice à diagonale strictement dominante ou une matrice inversible à diagonale forte-
ment dominante alors

• la méthode de Jacobi est convergente,

• si w Ps0, 1s la méthode de Relaxation est convergente.

Théorème 3.48

Soit A une matrice hermitienne inversible en décomposée en A “ M ´ N où M est inversible. Soit
B “ I ´ M-1A, la matrice de l'itération. Supposons que M˚ ` N (qui est hermitienne) soit dé�nie
positive. Alors ρpBq ă 1 si et seulement si A est dé�nie positive.

Exercice 3.4.2

Soit A PMn,npCq une matrice hermitienne inversible décomposée en A “ M´N où M est inversible.
On note B “ I´ M-1A.
Q. 1 Montrer que la matrice M˚ ` N est hermitienne.

On suppose maintenant que M˚ ` N est dé�nie positive.
Q. 2 Soit xxx un vecteur quelconque de Cn et yyy “ Bxxx.

1. Montrer que

xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “
@

xxx,AM-1Axxx
D

`
@

M-1Axxx,Axxx
D

´
@

M-1Axxx,AM-1Axxx
D

(3.10)

et

xxx´ yyy “ M-1Axxx. (3.11)

2. En déduire que

xxxx,Axxxy ´ xyyy,Ayyyy “ xpxxx´ yyyq, pM˚ ` Nqpxxx´ yyyqy . (3.12)
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Q. 3 Montrer que si A est dé�nie positive alors ρpBq ă 1.

Q. 4 Démontrer par l'absurde que si ρpBq ă 1 alors A est dé�nie positive.

Théorème 3.49

Soit A une matrice hermitienne dé�nie positive, alors la méthode de relaxation converge si et seule-
ment si w Ps0, 2r.

Exercice 3.4.3

Soit A P MnpCq une matrice hermitienne dé�nie positive décomposée (par points) sous la forme
A “ D´ E´ F où D “ diagpAq, E est triangulaire inférieure et d'éléments nuls sur la diagonale et F
est triangulaire supérieure et d'éléments nuls sur la diagonale.

On étudie une méthode itérative de résolution su système linéaire Axxx “ bbb. Soit xxx0 P C
n, on

dé�nit la suite pxxxkqkPN par

pD´ Eqxxxk`1{2 “ Fxxxk ` bbb (3.13)

pD´ Fqxxxk`1 “ Exxxk`1{2 ` bbb (3.14)

Q. 1 Ecrire le vecteur xxxk`1 sous la forme

xxxk`1 “ Bxxxk ` ccc (3.15)

en explicitant le matrice B et le vecteur ccc.

Q. 2 1. Montrer que

D-1 “ pD´ Eq´1 ´ D-1EpD´ Eq´1. (3.16)

2. Soit pλ,pppq un élément propre de la matrice B. Montrer que

λAppp` pλ´ 1qED-1Fppp “ 0. (3.17)

Q. 3 En déduire la convergence de cette méthode vers la solution xxx de Axxx “ bbb.

Q. 4 Etendre ces résultats au cas d'une décomposition A “ D´ E´ F par blocs.
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