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ﬁ Racines/zéros d’un polynéme
e degré 2 : Babylonniens en 1600 avant J.-C.

e degré 3 : Scipio del Ferro (1465-1526, mathématicien italien) et Niccolo
Fontana (1499-1557, mathématicien italien)

e degré 4 : Ludovico Ferrari (1522-1565, mathématicien italien)

o degré 5 : Paolo Ruffini (1765-1822, mathématicien italien) en 1799, Niels
Henrick Abel (1802-1829, mathématicien norvégien) en 1824, montrent qu'il
n'existe pas de solution analytique.

(a) Niccolo Fontana (b) Paolo Ruffini (c) Niels Henrick Abel
1499-1557, mathématicien 1765-1822, mathématicien 1802-1829, mathématicien
italien italien norvégien
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Soit f : D @ R — R une fonction continue.
a € D tels que f(a) = 0.

Soit / =]a, b[, I = D on suppose Il € [ tel que f(a) = 0.

Recherche des zéros d'une fonction
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&3 principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique
zéro de la fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine
lequel des deux contient le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.

Figure: Méthode de dichotomie: f(x) = (x +2)(x + 1)(x — 1)
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&3 principe de la méthode de dichotomie : Soit / un intervalle contenant un unique
zéro de la fonction f, on le divise par son milieu en deux intervalles et on détermine
lequel des deux contient le zéro. On itére ce processus sur le nouvel intervalle.

e ag=a,bg=betxg= a-gb’
e Vke N
dk+1 = bk+1 = Xk si f(Xk) = 0,

A1 = Xk, bk+1 = bk si f(bk)f(xk) < O,
ak+1 = ak, bxr1 = xx sinon (i.e. f(ax)f(xx) <0.)

et
Xk+1 = (ak+1 + brt1)/2.
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43 Exercice 1.1

On suppose que la fonction f est continue sur [a, b], vérifie f(a)f (b) <
0 et qu'il existe un unique « €]a, b[ tel que f(a) = 0.
Q.1

@ Montrer que les suites (ay) et (bx) convergent vers .

@ En déduire que la suite (xx) converge vers .

Q.2
@ Montrer que pour tout k € N, |xx — | < é’k%‘i.
: . . log(2=2
@ Soit € > 0. En déduire que si k > %(5) — 1 alors |xx — a| < e.

£
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Proposition 1.1

Soit f : [a, b] € R — R une fonction continue vérifiant f(a)f(b) < 0
et admettant « €]a, b[ comme unique solution de f(x) = 0. Alors la
suite (xx)ken définie par la méthode de dichotomie converge vers o et

b—
b —al < 2g, VkelN.
b—a
On a alors Ve > 0, Yk > Ioli(g(i)) 1

|xk — | <e.
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Algorithme

e Que cherche-t'on?

e Quelles sont les données du problémes?
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Algorithme

e Que cherche-t'on?
Résultat
ae 1 un réel tel que | — af <e.

e Quelles sont les données du problémes?
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Algorithme

e Que cherche-t'on?
Résultat

ae 1 un réel tel que | — af <e.

e Quelles sont les données du problémes?

Données : a, b : deuxréels a < b,
f : f:[a,b] € R —> R vérifiant les hypothéses
de la proposition ,
€ . un réel strictement positif.
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Algorithme

Algorithme 1 Algorithme 1

log( b;a) Iog(?)
1: kmin <« E(7|0g<2) ) 1: kmin <« E(W)
: Kmin
2: | Caleul de la suite (i), 2: Initialisation de xg
3 Qe < Xein 3: Pour k < 0 a kyi, — 1 faire
P 4  Calcul de la suite (x441)

5. Fin Pour
6: Qe < kain
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Algorithme

Algorithme 1 Algorithme 1

log(b=2 I
1: kmin «— E( oli(gé))) 1: kmin «— E( Oli(g(i) )

. | Initialisation de xq
: Pour k < 0 a kyin, — 1 faire || 2: 20— a, bp—b

b—a)

2
3
5 3 X 20+bo
4 |Ca|cu| de la suite (xx+1) 0 2
5: Fin Pour 4: Pour k — 0 @ kyin — 1 faire
6: e — Xpin
4 .
5. Sif(xx) == 0 alors
6: A1 < Xky bry1 < xk
7 Sinon Si f(xk)f(bx) < 0)
alors
>< 8 A1 < Xky bry1 < by
Sinon
10: A1 < Ak, b1 — Xk
11:  Fin Si
ak+1+b
120 Xgq1 < %
g
13: Fin Pour

14: e < X

‘min
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Algorithme 1 Méthode de dichotomie : version 1

Données : a, b : deuxréels a< b,
f : f:[ab] € R— R veérifiant
les hypothéses de la proposition 1.1,
eps : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que |x — o < eps.

1: Fonction x < DicnoroMmiel ( f,a, b,eps )
kmin «— E(log((b — a)/eps)/ log(2))
A, B, X e Rkmin+1 = A(k + 1) contiendra a, ...
A(1l) < a, B(1) « b, X(1) < (a+ b)/2
Pour k < 1 a kmin faire
Si f(X(k)) == 0 alors
A(k +1) « X(k), B(k+1) < X(k)
Sinon Si f(B(k))f(X(k)) <0 alors
A(k +1) « X(k), B(k+1) < B(k)
Sinon
A(k +1) « A(k), B(k +1) < X(k)
Fin Si
13: X(k+1)— (A(k+1)+B(k+1))/2
14:  Fin Pour
15:  x < X(kmin + 1)
16: Fin Fonction

© O NSO wN

=R e
MNP o
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Algorithme : versions 2, 3 et + si affinités

° Aza,szetxozg,
o Vk e [0, kpin — 1],

A=B=Xk Sif(Xk)=0,
A = xk, Binchangé si f(B)f(xx) <0,
B = xk, Ainchangé sinon (i.e. f(A)f(xk) <0.)
et
A+B
2

Xk+1 =

Recherche des zéros d'une fonction  Méthode de dichotomie ou de bissection 2020/10/08 15 / 81



Algorithme 2 Méthode de dichotomie : version 2

Données : a, b : deuxréels a< b,
f : f:[ab] € R— R veérifiant
les hypothéses de la proposition 1.1,
eps : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que |x — o < eps.

1: Fonction x < DicnotoMmie2 ( f,a, b,eps )
2:  kmin < E(log((b — a)/eps)/log(2))

3 X e Rkmintl = X(k + 1) contiendra x, ...
4 A<a B<b X(1)«— (A+B)/2

5. Pour k « 1 a kmin faire

6 Si f(X(k)) == 0 alors

8 Sinon Si 7(B)f(X(k)) < 0 alors

9

A« X(k) = B inchangé
10: Sinon
11: B« X(k) = A inchangé
12: Fin Si

13: X(k+1) < (A+DB)/2
14:  Fin Pour

15:  x < X(kmin + 1)

16: Fin Fonction
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Algorithme 3 Méthode de dichotomie : version 3

Données : a, b : deuxréels a< b,
f : f:[ab] € R — R vérifiant
les hypothéses de la proposition 1.1,
eps  : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que |[x — ] < eps.

1: Fonction x < DicnoroMmie3 ( f,a, b,eps )

2:  kmin « E(log((b— a)/eps)/log(2))

33 A BeR

4 A«a Beb x—(a+b))2

5. Pour k « 1 a kmin faire

6: Si f(x) == 0 alors

7 A—x, B—x

8: Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

9: A—x > B inchangé
10: Sinon

11: B« x > A inchangé
12: Fin Si

13: x—(A+B)/2
14:  Fin Pour
15: Fin Fonction
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Algorithme 4 Méthode de dichotomie : version 4

Données : a, b : deuxréels a< b,
f : feC%[a,b];R) et f(a)f(b) <0
eps : un réel strictement positif.
Résultat : x : un réel tel que [x — a| < eps.

1: Fonction x < Dicnoromied ( f,a, b,eps )
2 A, BeR

33 A<«a B<b, x—(a+b))2

4. Tantque |x — A| > eps faire

5: Si f(x) == 0 alors

6 A—x, B—x

7

8

9

Sinon Si f(B)f(x) < 0 alors

A—x > B inchangé
Sinon
10: B« x > A inchangé

11: Fin Si

12: x—(A+B)/2
13:  Fin Tantque

14: Fin Fonction
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Que pensez vous de cet algorithme?

Algorithme 5 Méthode de dichotomie : version 5

Données : a, b : deuxréels a< b,
f:+ FeC%[a b):R) et f(a)f(b) <O.
Résultat : x : un réel tel que f(x) = 0.
1: Fonction x < DicHoroMmieb ( f,a, b))
2 A BeR
33 A<—a B<—b, x—(a+b)/2, xp—a
4. Tantque x ~=xp faire
5: Si f(B)f(x) <0 alors
6: A—x > B inchangé
7 Sinon
8 B —x > A inchangé
9 Fin Si
10: Xp «— X
11: x—(A+B)/2

12:  Fin Tantque
13: Fin Fonction
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Points fixes

Soit @ : [a, b] € R — R une fonction donnée. Rechercher un point fixe
de @ revient a

Trouver « € [a, b] tel que

a=d(a).

L'algorithme de la méthode du point fixe consiste en la construction, si
elle existe, de la suite

xk+D) — o (x(K)) vk e N (1)

avec x(0 € [a, b] donneé.
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¥ Definition 1.2

Soient (E,d) un espace métrique et (ul*l) o une suite d'éléments
de E convergeant vers & € E. On dit que cette suite converge vers a
avec un ordre p > 1 si

Jko € IN, 3C > 0 tels que d(w* a) < Cdw, a)?, Yk > k.
()

ot C<lsip=1.

Exemples de distances:
e d(x,y) =|x—y|dans R, C, Z ou Q
e d(x,y) = |x —y| dans R", ou |.| est I'une quelconque des normes
habituelles.
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Théoréme 2: Théoréme du point fixe dans R e

Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a, b] dans lui-méme.
Alors, il existe au moins un point « € [a, b] vérifiant ®(a) = a. Le point « est appelé point
fixe de la fonction ¢.

De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1]), c'est a dire

IL < 1tq. [P(x) — d(y)| < LIx —y| Y(x,y) € [a, b]?, (3)

alors ® admet un unique point fixe « € [a, b].
Pour tout xg € [a, b], la suite
Xk+1 = ¢(Xk), Vk e IN (4)

est bien définie et elle converge vers a avec un ordre 1 au moins.
On a les deux estimations suivantes :

Ik —a| < L¥]xo—al, Yk >0, (5)

|Xk70(‘ <

L
1_L|Xk*Xk71‘-, Vk =0, (6)
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Théoréeme 3: Convergence globale, méthode du point fixe L,f;}

Soit ® € C*([a, b]) vérifiant ®([a, b]) < [a, b] et
AL < 1 tel que Vx € [a, b], |®'(x)| < L, (7)

Soit xg € [a, b] et (xk)ke la suite définie par xx+1 = ®(xx). On a alors
@ la fonction ® admet un unique point fixe « € [a, b],
Q@ Vke NN, xi € [a, b],
© la suite (xx) converge vers o avec un ordre 1 au moins.
Q Si xp # «, alors

L Xkl & ’
| — =90 . 8
W ) (8)
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)

Théoréme 4: Convergence locale du point fixe £

Soit o un point fixe d'une fonction ® de classe C! au voisinage de .
Si |®'(a)| < 1, alors il existe § > 0 pour lequel x, converge vers «
pour tout xp tel que |xp — a| < 4. De plus, si xp # «, on a
. Xk+1 — &
lim ———

k—>+w0 Xk —

= ©/(a). 9)
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B’ Exercice 4.1: £

Soit o un point fixe d'une fonction ® de classe C* au voisinage de « et vérifiant ’(a) = 0.
Q.1 Montrer qu'il existe § > 0 tel que Vxo €]l —d, v+ [ la suite définie par xy+1 = P(xx) converge
vers a. On suppose de plus que ¢’ est dérivable sur Ja — 6, + d[ et qu'il existe M € R tel que

Vx € [a —6,a+8]|9"(x)| < M

Q.2

@ Montrer que
2 (1 &
Vxp € [a — 8,0+ 0], |xk —al < i (§M|xo - a\)

@ Quel est l'ordre de convergence dans ce cas.

Q.3 A quelle condition a-t'on

Z
—al < —107°.
Xk — af M
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Proposition 4.1: 43

Soit p € IN*, et ® € CPT1(V) pour un certain voisinage V de « point
fixe de ®. Si () (a) = 0, pour 1 < i < p et si dPF(a) 0, alors la
méthode de point fixe associée a la fonction ® est d'ordre p + 1 et
_ (p+1)
fim 1= $PT() (10)
k—+o (X — a)Ptl (p+1)!

Recherche des zéros d'une fonction
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Points fixes attractifs et répulsifs

Soit @ : [a, b] — [a, b] une application de classe C! admettant un point
fixe a € [a, b].

o Si |9 (a)
o Si |9 (a)

| < 1 alors «v est un point fixe attractif,

| > 1 alors «v est un point fixe répulsif.
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On s'interesse ici au point fixe « = 1 de la fonction ® : x +— x°.

Y

1.5

0.5 1

1=y=2(@) o i
1 iy = s |05 0.5

—y=x

o a=o(a) -
g =]os]

Figure: fonction x2 et son fonction inverse v/x sur [0, +oo[

" gy
8

15
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0.2 0.4 0.6 08 1’12 14"

(a) xo = 1.05 (b) xo = 0.950

Figure: a = 1, point fixe répulsif de x — x>
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(a) X0 = 1.40

x

Ty - s Y
' 06 08"

(b) xo = 0.200

Figure: a = 1, point fixe attractif de ®~1: x — /x

Points fixes attractifs et répulsifs
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fonction ® : x — x> — x + 1 :  point fixe a = 1, ¢'(a) = 1.

—y=(z)=:
T

02 0406 08" 1 12 14
(b) xo = 0.50, « point attractif
(a) xo = 1.1, v point répulsif

Figure: o = 1, point fixe attractif ou répulsif de x — x> — x + 1
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(a) Xo = 1.50 (b) Xo = 1.50 (C) X0 = 1.10

Figure: o = 1, point fixe de fonctions affines particuliéres
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Algorithme générique du point fixe

xk+D) — o (x9)), Yk e N, avec x(0 € [a, b] donné.

Algorithme 6 Méthode de point fixe Algorithme 7 Méthode de point fixe

: version Tantque formel : version Répéter formel
1. k<0 1. k<0
2: Tantque non convergence faire 2. Répéter
3 k1 < Pxk) 3 k—k+1
4 k<—k+1 4 x — Dx_1)
5: Fin Tantque 5: jusqu’a convergence
6: Qe Xk = le dernier calculé. 6: Qe < X = le dernier calculé.

Critéres d'arrét?
e On n'est pas siir de converger = kmax nb maximum d'itérations
o Si on converge, on s'arréte dés que |P(xx) — xk| = |[xk+1 — xk| < tol
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Algorithme générique du point fixe

Algorithme 8 Méthode de point fixe : version Tantque

formel avec critéres d'arrét Algorithme 9 Méthode de point fixe : version Répéter

formel avec critéres d'arrét

1. k0 P

2: err «— |[®(x0) — Xol = ou M Lok
. ol +1 2. Répéter
3: Tantque err > ¢ et k < kmax faire [ 0a) =l
4 ke kil 3 err « [ P(xk) — Xk = ou SR
5 X D(xe1) 4 Xk < D(x)
. | (xi0) = 5 ke k+1
6: err — |[P(xg) — xk o> ou okl
Fin Tant [xe]+1 6: jusqu’a err < tol ou k > kmax
7: Fin Tantque 7: Si err < tol alors = Convergence
8: Si err < tol alors > Convergence
8 (ol < Xk > [®(aol) — aol| < tol

9 ol < Xk = |D(ol) — Qol| < tol .o

© ol to tol| S 9: Fin Si
10: Fin Si
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Algorithme générique du point fixe

Algorithme 10 Méthode de point fixe :
avec critéres d'arrét

version Tantque

Données :

O] : o:R— R,

X0 . donnée initiale, xo € R,

tol : la tolérence, tol € RT,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

atol @ un réel tel que [P (aol) — vol| < tol

(o L2l sl < o))
Fonction ayq « PTFIXE (@, xg, tol, kmax )
k<0, atol — I
X« Xp, fx < P(xp),

fx—x

err « |fx — x| = ou

k—k+1

x « fx

fx — ®(x)

err « |fx — x| = ou
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] < X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction

1:
2
3
4;
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6
7
8
9

fx—x

x|+1

= Convergence

Recherche des zéros d'une fonction
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Algorithme 11 Méthode de point fixe :
avec critéres d'arrét

version Répéter

Données :

[0} O R— R,

X0 . donnée initiale, xcIR,

tol . la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

atol - un réel tel que [P(atol) — atol| < tol

(ou q)iw tol)

1: Fonction ayo <« PTFIXE ( D, xp, tol, kmax )

2 k0, atl — &

3 X < Xo

4 Répéter

5: Xp < X

6: x «— ®(xp)

7 err — [x — xp| >ouﬁ

8! k—k+1

9:  jusqu’a err < tol ou k > kmax

10:  Si err < tol alors = Convergence
11: Qtol < X

12:  Fin Si

13: Fin Fonction
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Applications a la recherche de racines

f(x) =0 «— &(x) = x+ f(x) = x.
si F € CO tel que F(0) = 0 alors
Fx) =0 = O(x) % x+ F(F(x)) = x.

Objectif : Construire une suite x441 tel que |xk4+1 — o < [x¢ — af.
formule de taylor :

f(a) =0 = f(xx) + hf'(€) avec h = a — x.
Soit qx ~ f'(€) et h solution de
f(xk) + hax = 0
Si gk # 0, on obtient la suite itérative xx;1 = xx + h i.e.
f(xk)

Xk+1 = Xk — s Vke N (11)
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Applications a la recherche de racines

f ()
9k
Xk+1 o intersection droite de pente gx passant par ((xx), f(xx)) avec (Ox)
e Méthode de la corde :

Xk4+1 = Xk — , Vke N

f(b) —f(a)
b—a

qk =4 =

e Méthode de la sécante :

f(x) — f(xk—1)
Xk — Xk—1

qk =

ol x_1 et xg sont données,

e Méthode de Newton : en supposant ' connu, on prend
ax = f'(xk).
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Méthode de la corde

}’3’ Exercice 4.2: &

Soit f une fonction de classe C! sur [a, b] vérifiant f(a)f(b) < 0. et \ = m’g:;(s)A Soit xg € [a, b] donné. La suite obtenue par la

méthode de la corde est donnée par
f ()

Xk+1 = Xk — = Vk e IN.

On note ®(x) = x — #
Q.1 Montrer que si pour tout x € [a, b] on a

min(A(x — a), A\(x — b)) < f(x) < max(A(x — a), \(x — b)) (12)

alors ®([a, b]) < [a, b].
Q.2 Montrer que si pour tout x € [a, b] on a

min(0,2)) < f'(x) < max(0,2)) (13)
alors |®'(x)| < 1.

Q.3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers I'unique solution o € [a, b]| de
f(x) =0.
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Méthode de la corde

b—a
Xk+1 Xk — Wf(Xk), Vk e IN.
On pose ®(x) = x — f(bli e )f(x), alors xx 41 = P(xk).

@ Proposition 4.2: convergence, méthode de la corde

. f(b)—f
Soit £ € C1([a, b]) tel que £(b) # f(a) et A = f0)-fa)
définie par xg € [a, b] et pour tout k >0
_ f(x)
Xk+1 = Xk N

On suppose de plus que Vx € [a, b]

min(A(x — a), \(x — b)) < f(x)
min(0,2X) < f’(x) < max(0,2))

alors la suite (xx) converge vers I'unique racine « € [a, b] de f.

Recherche des zéros d'une fonction Méthode de la corde

< max(A(x — a), A(x — b))

. On note (x)kew la suite

(14)
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Méthode de la corde

Proposition 4.3: ordre de convergence de la méthode de la
corde 43

Soit f € CY([a, b]) tel que f(b) # f(a). Si la suite (xx) définie par la
méthode de la corde en (14) converge vers « €]a, b| alors la convergence
est au moins d'ordre 1.

De plus, si f est de classe C? sur un certain voisinage V de a et si
f'la) = % alors la convergence est au moins d'ordre 2.
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Meéthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

O] : o:R— R,

X0 : donnée initiale, xo € R,

tol . la tolérence, tol € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

gl : un réel tel que [P (atol) — ol < tol

(ou et | < tol)

Méthode de la corde :

Fonction ayo « PTFIxE (@, xg, tol, kmax )
k<0, ato «— I b—a
—x—_ 272 ¢
SOETE

d(x)

1:
2
3 X < X0,

4 err«—tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6 k—k+1

7 Xp < X

8 x «— ®(xp)

9 err < |x — xp| = ou
10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Xp—x
X[+
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét Algorithme 12 Méthode de la corde

Données : Données :
> : :R—R f P fiR—R,
X0 . donnée initiale, xo € IR, a, b deux réels tels que f(a) # f(b),
tol . la tolérence, tol € RT, X0 donnée initiale, xp € R,
. L . +
kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN* tol la tolérence, tol € R*,
Reésultat : kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
agol : un réel tel que [®(atol) — atol] < tol Résultat :
(ou Do) —a ol) ol un réel tel que |f(agor)| < tol
ol |11
. 1: Fonction « CorpE ( f, a, b, xp, tol, kmax
1: Fonction ay < PTFIxE ( , xp, tol, kmax ) tol ( 2770, 0% )
2 k<0, ato) <~ &
2 k0, a0 — I b—a
3 g A
3 X < Xp, . F(b)—f(a)
: — X
4 err<tol+1 * 00
. 5 err < tol+1
5.  Tantque err > tol et k < kmax faire .
6 e kt1 6: Tantque err > tol et k < kimax faire
2 -
: * 7 kek+1
-
! xp @x ) s Xp e x
-
* (xp — 9: X < xp — q * f(xp)
9: e |x — xp| = ou g 10: err — |x — xp|
10: Ff“ Tantque 11:  Fin Tantque
11:  Sierr < tol alors = Convergence 12.  Sierr < tol alors = Convergence
12: [Qtol = X 13: Qo] < X
13 FinSi 14 Fin Si
14: Fin Fonction 15: Fin Fonction
Plus simple, plus court ... 777

Recherche des zéros d'une fonction Méthode de la corde




Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

] $:R— R,

X0 donnée initiale, xo € R,

tol . la tolérence, tol € R,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que [®(atol) — ol < tol

(ou S < tol)

1: Fonction ayo < PTFIXE ( P, X, tol, kmax )

2 k0, a0 T

3 X < Xp,

4 err «tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: k—k+1

7 Xp < X

8 x «— ®(xp)

9: err « |x — xp| = ou %
10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X

13- Fin Si

14: Fin Fonction

Plus simple, plus court ... 777

Recherche des zéros d'une fonction

Méthode de la corde

Algorithme 13 Méthode de la corde utilisant la fonction
PrFIXe

Données :

f : f:R— R,

a, b deux réels tels que f(a) # f(b),

X0 : donnée initiale, xp € R,

tol . la tolérence, tol € R*,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol o un réel tel que |f(aor)| < tol

1: Fonction oy, < CORDE ( f,a, b, xp, tol, kmax )
. b

2 9

3 O (x> x—gxf(x)) = définition de fonction

4 ol « PTFIXE(P, X0, tol, kmax)

5: Fin Fonction




a=1,racinede f:x—x2—-1
o exemple 1 : a =0.000, b = 2.000, xo = 1.800,
e exemple 2 : a = 0.5000, b = 1.900, xo = 1.800.

exemple 1  exemple 2
k |xk — af |xk —
0 8.0000e-01 8.0000e-01
1 3.2000e-01 1.3333e-01
2 5.1200e-02 2.9630e-02
3 1.3107e-03 5.3041e-03
4 8.5899e-07 8.9573e-04
5 3.6893e-13 1.4962e-04
6 0.0000e+00 2.4947e-05
15 0.0000e+00 2.4756e-12

L'exemple 1 converge beaucoup plus rapidement
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3
—y=f(a)+qlz—a) 2
-y=1() =y=(a)
—y=z
25
flao
2 15
15
1 Bk
0.5 D
. o 0s 4
& /J.a A s 2
05 /
xT
1 0s oy 15 2

(a) représentation usuelle

(b) Représentation point fixe

Figure: Exemple 1, méthode de la corde, o = 1, racine de f : x — x®> — 1 avec
a=0.00, b =2.00, x; = 1.80,
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—u=f(@) +a(e—a)
-u=flz)

(a) représentation usuelle

24
—y=2()
e

15

B

(z

0.5

0.5

(b) Représentation point fixe

Figure: Exemple 2, méthode de la corde, o = 1, racine de f : x +— x®> — 1 avec

a=0.50, b=1.90, xo = 1.80,
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"-'k et

wexemple 1 | 10"

Hexemple ] #texemple 1 : pente=2.000

sexemple 2 : pente=1.000

1010 10° 10°¢ 104 102

(a) Erreurs en fonctions des itérations  (b) Représentation en échelle logarithmique
de ex+1 en fonction de ex. Les pentes sont

calculées numériquement

Figure: Exemples 1 et 2, méthode de la corde, & = 1, racine de f : x> x?> —1

Exemple 1: f2=Fa) _ 5 o f’'(a) = 2 = convergence ordre 2.

a
Exemple 2 : L‘:(a) = 2.400 # f'(«) = 2 = convergence ordre 1.
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Méthode de Newton

Proposition 4.4: convergence de la méthode de Newton @

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d'une racine

simple v de f. Soit xp donné dans ce voisinage, la suite (xx)ken définie
par la méthode de Newton

f(x
Xk+1 = Xk — f/((Xl:())’ Vk € IN. (17)

est localement convergente d'ordre 2.
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é Exercice 4.3: ey

En —1700 av. J.-C., les babyloniens ne connaissaient que les
nombres rationnels (fractions) et ils utilisaient le systéme sex-
agésimal (base 60). Pour approcher la valeur /2, ils utilisaient
comme approximation (voir tablette YBC 7289)

24 51 10 30547

gy 2 Y 2
“=1%% * 602 T 60 ~ 21600

L'erreur commise est | — /2| ~ 5.994e — 7.

Q.1 Comment feriez-vous pour trouver & la main une méthode permettant de trouver des nombres rationnels approchant

V2.
Q.2 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de \/a ou a est un réel positif.
Q.3 Généraliser la méthode pour trouver une approximation rationnelle de {/a ou a est un réel positif et n € IN*.
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Meéthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

O] : o:R— R,

X0 : donnée initiale, xo € R,

tol . la tolérence, tol € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

gl : un réel tel que [P (atol) — ol < tol

(ou et | < tol)

) . Méthode de Newton :
Fonction ayo « PTFIxE (@, xg, tol, kmax )

1:
2 k<0, ato «— I f(x)
3 X < X0,

4 err«—tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6 k—k+1

7 Xp < X

8 x «— ®(xp)

9 err < |x — xp| = ou
10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Xp—x
X[+
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :

o] o:R— R,

Xo donnée initiale, xp € R,

tol la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que [®(atol) — ol < tol

(ou 7(1”':“‘““‘71‘ < tol)

1: Fonction ayo < PTFIXE (9, X, tol, kmax )

2 k0, ay —

3. X < X0,

4:  err«—tol+1

5. Tantque err > tol et k < kmax faire

[3 k—k+1

7 Xp < X

8 x « ®(xp)

9: err «— |x — xp| =ou
10:  Fin Tantque

11:  Si err < tol alors = Convergence
12: ol < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Plus simple, plus court ...

Recherche des zéros d'une fonction
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Algorithme 14 Méthode de Newton

Données :

f f:R— R,

df la dérivée de f,

Xo donnée initiale, xp € R,

tol la tolérence, tol € R*,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

Aol

un réel tel que [P (ato1) — atol| < tol

1. Fonction oo < NEWTON ( f,df, X0, tol, kmax

©ooNO R wN

=
= o

12:
13:

)

k<0, atol — &

X <= X,

err « tol + 1

Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
Xp < X
x « xp — f(xp)/df(xp)
err < |x — xp|

Fin Tantque

Si err < tol alors
Qtol <— X

Fin Si

= df(xp) # 0

= Convergence

14: Fin Fonction

La méthode de Newton
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Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d'arrét

Données :
o] c O:R— R,
X0 : donnée initiale, xo € R,
tol : la tolérence, tol € R*, Algorithme 15 Méthode de Newton scalaire

. ; Trarati *

Rk’mal)t( . : nombre maximum d'itérations, kmax € IN Données
- .unréeltel ue |®(ator) | < tol f P FiR—R,
(a7 N [e% — v O, .

ol (0ol ‘q” mll tell = df . la dérivée de f,
(o o tol) Xo : donnée initiale, xp € R,
. tol . la tolérence, tol € RY,
1: Fonction ayo < PTFIXE ( P, X, tol, kmax ) ) . g s "
> keO. a 5 kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN
. - -
) ol Résultat :

3 X < Xo, "
4 emetol41 ol ¢ un réel tel que
5. Tantque err > tol et k < kmax faire .
6 ke—k+1 1: Fonction oy, <« Newton ( f,df, xg, tol, kmax
7 Xp < X )
s X < O(xp) 20§ — x> x—f(x)/df(x)
9 err < |x — xp| 3: agol < PTFIXE(P, X0, tol, kmax)

10; Fin Tantque 4: Fin Fonction

11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Plus simple, plus court ... 777
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Y
21
S \
—y=z
®

05 1 150"

(a) représentation usuelle (b) Représentation point fixe,
. x2 cos(x)
¢ x— x2 sin(x)—2 x cos(x) +x

Figure: Exemple 2, méthode de Newton, a = %w, racine de f : x — x2cos (x)
avec xg = 0.40,
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0.5 1 18" 2

(b) Représentation point fixe,

. x2 cos(x)
¢ x— x2 sin(x)—2 x cos(x) + X

(a) représentation usuelle

Figure: Exemple 2, méthode de Newton, o = %7‘(, racine de f : x > x2cos (x)

avec xo = 0.40,
2020/10/08 56
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1071 esexemple : fir) =’ -1, pente=2.07

wvexemple : f(r) =

wexemple : f(r) ~

4
wvexemple : Jir) = 53

101

1013

k

0 1 2 3 4 5 6 107 100 10° 104 107 107 10%

(a) Représentation de la convergence, (b) Représentation de I'ordre de

ex en fonction de k convergence en échelle logarithmique,
ex+1 en fonction de e, . Ordre
théorique 2

Figure: Méthode de Newton, convergence et ordre
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Alternative a la méthode de Newton lorsque I'on ne connait pas la dérivée
de la fonction f :

f,(Xk) ~ f(Xk) - f(Xk—l)‘
Xk — Xk—1

Proposition 4.5: Convergence méthode de la sécante (Admis)

Soit f une fonction de classe C? sur un certain voisinage d'une racine
simple o de f. Soient x_1 et xg donnés dans ce voisinage tels que
f(x—1) # f(x0) , la suite (xx)kew définie par la méthode de la sécante

Xk — Xk—1
Xk) — f(kal)

Xk4+1 = Xk — f( f(Xk), Vk € IN. (18)

est localement convergente d’ordre ”T‘/g ~ 1.618.
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(z0 fizo)) = . f))
) (oo, flz2))

(a) f(x) = x> — 1, x_1 = 0.000 et (b) f(x) = x*cos (x), x_1 = 1.000 et

Figure: Méthode de la sécante
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erit

1, pente=1.612
pente=1.608

wexemple : /i

wexemple : f(r) =
101 eeexemple : Jix

=eexemple : fi.

1010

1012

1014

k
o 2 a 6 8 10 12 14 107 10° 107 10° 10° 104 10° 107
(a) Représentation de la convergence, (b) Représentation de I'ordre de
ex en fonction de k convergence en échelle logarithmique,

ex+1 en fonction de e, . Ordre

théorique ”2‘/5 ~ 1.618

Figure: Méthode de la sécante, convergence et ordre
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Résolution de systémes non linéaires

Soit ¢ € R donné.

fl(Xl,Xz) = —Xf’ + Xo — % =0 (19)
fg(Xl,Xz) = 2—15(10X2+1)2+C—X1 =0.
o F
~ Résolution de systémes non linéaires
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Soient U = RN un ouvert et f € CO(U; RN)

Trouver a € U < RN tel que

On pose, par ex., ®(x) = x + f(x), : f(x) =0 < ®(x) = x Point fixe

Trouver a € U < RN tel que
i (ay,...,an) = o
o) =a — ®r(ay,...,an) = ap
;"N(al,...,aN) —
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Théoréme 5.1: Point fixe de Banach Y iv e Y

Soit B un espace de Banach et U — B un sous-ensemble fermé. On

suppose que ® : U — U est une application strictement contractante,
i.e.

IL€]0, 1], [[®(x) —@(y)| <L|x—yl, V(x,y)e Ux U. (20)
Alors

© & admet un unique point fixe & € U (i.e. unique solution de
x = ®(x)).

@ La suite des itérés xt<t1 = &(x[]) converge vers a pour toute
valeur initiale x[% € U.

@ Pour tout ke IN,

[1+1] [
o] < £ et

L 0</<k (21)
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f : RV — RN une fonction suffisament réguliére. On défini la matrice
Jacobienne de f, notée Jy, par

% % “ e ai
ox1 Ox2 T OXN
Je= | " . .
0x1 0x2 e OXN
On a alors Yhe RN a l'ordre 1
f(x +h) ~f(x)+ Ie(x).h. (22)

Résolution de systémes non linéaires Méthode de Newton
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OnaVhe RN alordre 1
f(x+ h) ~ f(x) + Jr(x).h. (23)
trouver « tel que f(a) = 0.
Si x[k] est proche de @, alors avec x = x| et a = x!k + A
fla) ~ f(x“) + 3¢ (x!K).h
On résoud le systéme linéarisé
f(xD) + e (xM) . h =0 < Jp(x!K).h = —F(xIK]).

On pose ®(x) = x — ((J¢(x)) " F(x). la méthode de Newton s'écrit alors

1 @iy = otk ((3pc4)) T ) (24)
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Théoréme 5.2: (Admis)
Soit f € C3(RN; RV). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée

en x, J¢(x) est inversible dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors
pour tout x[% suffisament proche de « la suite définie par

-1
skt 1] — [kl _ (( J f(x[k])) f (x4
converge vers a et la convergence est d'ordre 2.

Comment fait-on pour calculer — ((J,r(x[k]))_1 f(xky?
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Théoréme 5.3: (Admis)

Soit f € C3(RN; RV). On suppose que la matrice Jacobienne appliquée
en x, J¢(x) est inversible dans un voisinage de a, avec f(a) = 0. Alors
pour tout x[% suffisament proche de a la suite définie par

(k1] _ Ik (( 3 f(x[k]>>‘1 £ (x[4))

converge vers a et la convergence est d'ordre 2.

Comment fait-on pour calculer — ((J,r(x[k]))_1 f(xky?
On résoud le systéeme linéaire

((3r(x)) b= —F(x1)

Remarque : Si I'on ne connait pas explicitement la Jacobienne de f, il est
possible de calculer une approximation de celle-ci en utilisant des formules
de dérivation numérique.
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Méthode de Newton scalaire

Données :

f f:R—R,

df la dérivée de f,

Xo donnée initiale, xp € R,

tol la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol un réel tel que

1: Fonction o < NEwTON ( f,df, X0, tol, kmax

© ® NI RN

=
= o

12:
13:

)

k <0, ato — &

X <= Xo,

err « tol + 1

Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
Xp < X
x « xp — f(xp)/df(xp)
err < |x — xp|

Fin Tantque

Si err < tol alors
Qtol <~ X

Fin Si

= x < ®(xp)

14: Fin Fonction

Résolution de systémes non linéaires

Méthode de Newton

Méthode de Newton vectorielle :

®(x) = x — ((Ir(x) " f(x)
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Méthode de Newton scalaire

Données :

f f:R— R,

df la dérivée de f,

X0 donnée initiale, xp € R,

tol la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

Qo) un réel tel que

1: Fonction 4o < Newton ( f,df, xp, tol, kmax

© PN TR wN

=
= o

12:
13:

)

k <0, atl «—

X < X0,

err < tol + 1

Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
Xp < X
X <« xp — f(xp)/df (xp)
err « |x — xp|

Fin Tantque

Si err < tol alors
Qtol < X

Fin Si

& x — O(xp)

14: Fin Fonction

Résolution de systémes non linéaires

Algorithme 16 Méthode de Newton vectorielle

Données :

f f:RV — RV,

Jf la matrice Jacobienne de f,

x0 donnée initiale, x0 € RV,

tol la tolérence, tol € R,

kmax nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Reésultat :

Qo] un élément de RN proche de a.

1: Fonction a;, <« Newton ( f, Jf,x0, tol, kmax

© N R WN

o e
MNP

13:
14:

)

k 0, agol — &

x «— x0,

err < tol + 1

Tantque err > tol et k < kmax faire
k—k+1
Xp — x
h — Sowe(Jf(xp), —f (xp))
x<—xp+h
err < NORM(X — xp)

Fin Tantque

Si err < tol alors
Qo] < X

Fin Si

= Convergence

15: Fin Fonction

Méthode de Newton
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Rappel : Point fixe scalaire. Et le cas vectoriel ... 777

Méthode de point fixe scalaire

Données :
o} : ¢:R—R,
X0 . donnée initiale, xp € R,

: é + - ’ n
tol © t°|erence'_t°1 € ]R‘,_ b Algorithme 17 Méthode de Newton scalaire
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* Données -

Résultat : :
, f . f:R—R,
ol ¢ un réel tel que [P (avol) — vol| < tol af - la derivée de F
(ou [Plaw)—o o)) ¢ ladérivee de f,
ol |+1 Xo . donnée initiale, xg € R,

. tol . la tolérence, tol e RY,

1 Fonction ay « PIFIXE (€, %, tol, kmax ) kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
2 k<0, a0« . : '

3 X0, fx— O(x), Résultat :

4 err « |fx — x| e ol ¢ un réel tel que

5. Tantque err > tol et k < kmax faire .

o ke k+1 1 ;:onctlon ol < NewToN ( f,df, xg, tol, kmax
7 x « fx

3 fix — O(x) 22 P x> x— f(x)/df(x)

9 err — |fx — x| = ou 3: Gl 1:’TFIXE(¢,X0, tol, kmax)

10 Fin Tantque 4: Fin Fonction

11:  Si err < tol alors = Convergence

12: Qo] < X

13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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Rappel : Point fixe scalaire

. Et le cas vectoriel ... 777

Méthode de point fixe scalaire

Données :

o} : ¢:R—R,

X0 . donnée initiale, xp € R,

tol . la tolérence, tol € RT,

kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :

ol ¢ un réel tel que [P (avol) — vol| < tol

(ou 7%_‘”“ 5 tol)

Fonction e < PTFIXE (@, xg, tol, kmax )
k <0, atol < I
x X0, fx < ®(x),

1:

2

3

4 err « |fx — x| >ou
5. Tantque err > tol et k < kmax faire

6: k—k+1

7 x «— fx

8 fx «— d(x)

9 err « |fx — x| = ou .
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors = Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction

Méthode de point fixe vectorielle
Données :
® oKV — KN,
x0 donnée initiale, x0 € KV,
tol . la tolérence, tol e RY,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
Résultat :
o o un réel tel que [®(aiol) — ol < tol
1: Fonction ao < P1Fixe ( @, x0, tol, kmax )
2 k<—0, ol — I
3 x < x0, fix — ®(x0),
4 et « || — x|
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6 k—k+1
7 x « fx
8 fx «— ®(x)
o: err « |[fx — x|
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] <— X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction
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Rappel : Point fixe scalaire. Et le cas vectoriel ... 777

Méthode de point fixe vectorielle

Données :
o} Do KN — KV,
x0 . donnée initiale, x0 € KV,
Méthode de Newton vectorielle tol . la tolérence, tol € R*,
Données : kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN*
f . f:RVN — RN, Résultat :
Jt : la matrice Jacobienne de f, ai o un réel tel que [®(aiol) — ol < tol
x0 . donnée initiale, x0 € RV,
tol : la tolérence, tol € R, Fonction ay, < PrFixe (@, x0, tol, kmax )
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax € IN* k<—0, o) — I
Résultat : x < x0, fix — ®(x0),
i @ un élément de RN proche de a. err — |fx — x|

k—k+1

x — fx

fx — ®(x)
err « |fx — x|

1: Fonction ay, < Newron ( f,Jf, x0, tol, kmax
)
22 @ — x— x — Sowe(Jf(x),f(x))

1:
2
3.
4:
5. Tantque err > tol et k < kmax faire
6
7
8
3: @yl < PTFIXE(®P, X0, tol, kmax) 9

4: Fin Fonction 10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors
12: Qo] <— X
13:  Fin Si

14: Fin Fonction
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o = (0.00; 1.45) :T
Hz):( —0.31; —0.98) a
4 4 eezy=(— 074146) Ve
<<z = (—0.90; —0.03) I/ H
1
3 |
! 1
III
Soit ¢ = —3/2 /
~ 2 /
3 1
fl(X]_,Xz) =—X{ t X2 — 5
_ 1 2
f'z(Xth)—ﬁ(lOXz-i-l) +c 1
Conclusion? 0
-1 —
-3 -2 -1 0 1
L1
Figure: Représentation de 4 suites de Newton
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A

o = (0.00; 1.45)
H:t[):( 0.31; —0.98)
4 4 sezy = (—0.74;1.46)
= (-

/
7
<azy = (—0.90; —0.03) 7
—— 7

Soit ¢ = —3/2 :

2
N

8 c= —1.50 /
fl(x17x2)=—xf’+x —% .

h(x1,x) = & (10x + 1)

=y

Conclusion?

Figure: Représentation de 4 suites de Newton

Trés difficile, si I'on n'est pas suffisament proche d’un point fixe, de prédire
vers lequel on converge.
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(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence

Figure: Méthode de Newton
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

on peut poser z = x + 1y, et le systéme équivalent devient

(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 1 sur les bassins d'attraction
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 2 sur les bassins d'attraction
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 3 sur les bassins d'attraction
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 1 sur les nombres d'itérations
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 2 sur les nombres d’itérations
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

Méthode de Newton, zoom 3 sur les nombres d’itérations
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Exemple complexe : z> — 1 = 0, fractale de Newton

100

(a) Bassin d’attraction des racines (b) Nombre d'itérations de convergence

[~1.5,1.5] x [—1.5,1.5]
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Exemple complexe : z3 — 2z + 2 = 0, fractale de Newton

(a) Bassin d'attraction des racines. En  (b) Nombre d'itérations de
rouge zbne de divergence convergence. En blanc zéne de
divergence

[—2,2] x [-2,2]
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