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Exercice 1 (7 points)

Q. 1 1. Soit pykqkPN une suite de réels. Donner précisement la dé�nition de la convergence vers y P R avec
un ordre p ě 1 de la suite pykqkPN.

2. Ecrire précisement le théorème du point �xe dans R (hypothèse sur Φ mais pas sur sa dérivée). ˝

Soit Φ : ra, bs ÝÑ ra, bs une application de classe C1. On dé�ni la suite pxkqkPN par

xk`1 “ Φpxkq, @k P N (1)

avec x0 P ra, bs donné. On suppose qu'il existe 0 ď L ă 1 tel que @x P ra, bs, |Φ1pxq| ď L.

Q. 2 1. Montrer que la fonction admet un unique point �xe α P ra, bs.

2. Montrer que la suite pxkqkPN est bien dé�ni.

3. Montrer que la suite pxkqkPN converge vers α avec un order 1 au moins.

4. Montrer que si pour tout k P N, xk ‰ α alors

lim
kÑ`8

xk`1 ´ α

xk ´ α
“ Φ1pαq

˝

On suppose ensuite que Φ1pαq “ 0 et Dδ ą 0, DM P R`˚ tel que pour tout x P rα´ δ, α` δs on ai |Φ2pxq| ďM.

Q. 3 1. Montrer que

@x0 P rα´ δ, α` δs, |xk ´ α| ď
2

M

ˆ

1

2
M |x0 ´ α|

˙2k

2. Quel est l'ordre de convergence dans ce cas.

3. A quelle condition a-t'on

|xk ´ α| ď
2

M
10´2k

.

˝

Q. 4 (algo) Ecrire la fonction algorithmique PtFixe retournant une approximation du point �xe α de Φ (s'il
existe) en utilisant la suite pxkq.

Q. 1 1. Directement extrait du polycopié:

De�nition 0.1

On dit qu'une suite pxkqkPN , obtenue par une méthode numérique, converge vers α avec un
ordre p ě 1 si

Dk0 P N, DC ą 0 tels que
|xk`1 ´ α|

|xk ´ α|p
ď C, @k ě k0. (2)

où C ă 1 si p “ 1.



2. Directement extrait du polycopié:

Theorem 0.2: Théorème du point �xe dans R

Soient ra, bs un intervalle non vide de R et Φ une application continue de ra, bs dans lui-même. Alors,
il existe au moins un point α P ra, bs véri�ant Φpαq “ α. Le point α est appelé point �xe de la
fonction Φ.
De plus, si Φ est contractante (lipschitzienne de rapport L P r0, 1r), c'est à dire

DL ă 1 t.q. |Φpxq ´ Φpyq| ď L|x´ y| @px, yq P ra, bs2, (3)

alors Φ admet un unique point �xe α P ra, bs, la suite dé�nie en (1) converge vers α avec un ordre
1 pour toute donnée initiale xp0q dans ra, bs, et l'on a les deux estimations suivantes :

|xk ´ α| ď Lk|x0 ´ α|, @k ě 0, (4)

|xk ´ α| ď
L

1´ L
|xk ´ xk´1|, @k ě 0, (5)

Q. 2 1. Comme Φ est continue sur ra, bs et véri�e Φpra, bsq Ă ra, bs, le théoréme 0.2 (du point �xe) as-
sure l'existence d'un point �xe. Pour l'unicité, on note α1 P ra, bs et α2 P ra, bs, deux points �xes
de Φ. On a donc Φpα1q “ α1 et Φpα2q “ α2. D'après le théorème des accroissements �nis il existe
ξ Psminpα1, α2q,maxpα1, α2qrĂsa, br tel que

Φpα1q ´ Φpα2q “ pα1 ´ α2qΦ
1pξq.

Comme |Φ1pξq| ă 1, on obtient α1 ´ α2 “ 0, i.e. α1 “ α2.

2. on a immediatement @k P N, xk P ra, bs car x0 P ra, bs et Φpra, bsq Ă ra, bs.

3. Le résultat découle du théorème des accroissements. En e�et, pour tout k ą 0, il existe ξk Psminpα, xk´1q,maxpα, xk´1q Ă

sa, br tel que
Φpxk´1q ´ Φpαq “ pxk´1 ´ αqΦ

1pξkq. (6)

On obtient alors
|xk ´ α| “ |Φpxk´1q ´ Φpαq| ď L|xk´1 ´ α|

et donc par récurrence
|xk ´ α| ď Lk|x0 ´ α|.

Comme L ă 1, on obtient
lim

kÑ`8
|xk ´ α| “ 0.

4. Comme par hypothèse xk´1 ‰ α, l'équation (6) s'écrit

Φpxk´1q ´ Φpαq

xk´1 ´ α
“ Φ1pξkq

La fonction Φ1 étant continue et comme limkÑ`8 ξk “ α, on obtient limkÑ`8 Φ1pξkq “ Φpαq.

Q. 3 1. D'après la formule de Taylor, on a Dη Psminpα, xq,maxpα, xqr tel que

Φpxq “ Φpαq ` px´ aqΦ1pαq `
px´ αq2

2!
Φ2pηq

“ α`
1

2
Φ2pηqpx´ αq2.

On en déduit que |Φpxq ´ α| ď M
2 |x ´ α|2 ce qui s'écrit encore M

2 |Φpxq ´ α| ď pM2 |x ´ α|q2. Or si
x0 P rα´ δ, α` δs, alors xk´1 P rα´ δ, α` δs, @k P N˚. On a alors

M

2
|Φpxk´1q ´ α| “

M

2
|xk ´ α| ď p

M

2
|xk´1 ´ α|q

2

et donc par récurrence
M

2
|xk ´ α| ď p

M

2
|x0 ´ α|q

2k

.



2. On a

|xk ´ α| ď
2

M
p
M

2
|xk´1 ´ α|q

2

c'est à dire
|xk ´ α|

|xk´1 ´ α|2
ď
M

2

et donc la méthode est d'ordre 2.

3. En supposant de plus que |x0 ´ α| ď
1

5M , on obtient immédiatement le résultat.

Q. 4 Directement extrait du polycopié:

Algorithme 1 Méthode de point �xe : version Tantque avec critères d'arrêt

Données :
Φ : Φ : R ÝÑ R ,
x0 : donnée initiale, x0 P R,
tol : la tolérence, tol P R`,
kmax : nombre maximum d'itérations, kmax P N˚

Résultat :
αtol : un réel tel que |Φpαtolq ´ αtol| ď tol

(ou |Φpαtolq´αtol|

|αtol|`1 ď tol)

1: Fonction αtol Ð PtFixe ( Φ, x0, tol, kmax )
2: k Ð 0, αtol ÐH

3: x Ð x0, fx Ð Φpx0q,

4: err Ð |fx´ x| Ź ou |fx´x|
|x|`1

5: Tantque err ą tol et k ď kmax faire
6: k Ð k ` 1
7: x Ð fx
8: fx Ð Φpxq

9: err Ð |fx´ x| Ź ou |fx´x|
|x|`1

10: Fin Tantque
11: Si err ď tol alors Ź Convergence
12: αtol Ð x
13: Fin Si
14: Fin Fonction

Exercice 2 (7 points)

Q. 1 Donner précisement les dé�nitions de:

1. matrice triangulaire supérieure,

2. matrice unitaire,

3. élément propre d'une matrice,

4. base orthonormée de Cn.

Soit A PMn,npCq une matrice et pλ,uuuq un élément propre de A avec }uuu}2 “ 1.

Q. 2 1. En s'aidant de la base canonique teee1, . . . , eeenu , construire une base orthonormée txxx1, . . . ,xxxnu telle
que xxx1 “ uuu.

2. Ecrire la fonction algorithmique BaseOrtho permettant de construire la base orthonormée txxx1, . . . ,xxxnu
à partir d'un vecteur uuu donné. Les vecteurs xxxk seront stockés dans une matrice de Mn,npCq, le vecteur xxxk
étant en colonne k de la matrice. On pourra pour celà utiliser les fonctions prédé�nies s Ð dotpuuu,vvv qui
retourne le produit scalaire de deux vecteurs), sÐ abspxq qui retourne le module d'un nombre complexe,
... ˝



Notons par P la matrice de Mn,npCq dé�nie par

P “

¨

˝ xxx1 . . . xxxn

˛

‚

et par B la matrice dé�nie par B “ P˚AP.

Q. 3 1. Calculer la matrice P˚P. Que peut-on en conclure?

2. Exprimer les coe�cients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs xxxi, i P v1, nw.

B “ P˚AP.

3. En déduire que la première colonne de B est pλ, 0, . . . , 0qt. ˝

Q. 4 Montrer par récurrence sur l'ordre de la matrice que la matrice A s'écrit

A “ UTU˚

où U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. ˝

Q. 5 En supposant A inversible et la décomposition A “ UTU˚ connue, expliquer comment résoudre "simple-
ment" le système linéaire Axxx “ bbb. ˝

Q. 1 1. Directement extrait du polycopié:

2. Une matrice A est unitaire si elle est carrée et si AA˚ “ A˚A “ I,

3. Directement extrait du polycopié:

De�nition 0.3

Soit A PMnpKq. On dit que λ P C est valeur propre de A s'il existe uuu P Cn non nul tel que

Auuu “ λuuu. (1)

Le vecteur uuu est appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.
Le couple pλ,uuuq est appelé élément propre de A.

4. Directement extrait du polycopié:
Une base de Cn est une famille tvvv1, . . . , vvvnu de n vecteurs de Cn linéairement indépendants (ils engendrent
donc Cn). Cette base est orthonormée si

xvvvi, vvvjy “ δij , @pi, jq P v1, nw
2

où δij est le symbole de Kronecker : δij “

"

1 si i “ j,
0 si i ‰ j.

Q. 2 1. La première chose à faire est de construire une base contenant uuu à partir de la base canonique
teee1, . . . , eeenu. Comme le vecteur propre uuu est non nul, il existe j P v1, nw tel que xuuu,eeejy ‰ 0. La famille
tuuu,eee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu forme alors une base de Cn car uuu n'est pas combinaison linéaire des teee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu.
On note tzzz1, . . . , zzznu la base dont le premier élément est zzz1 “ uuu :

tzzz1, . . . , zzznu “ tuuu,eee1, . . . , eeej´1, eeej`1, . . . , eeenu.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition ??, pour construire une
base orthonormée à partir de cette base.



On calcule successivement les vecteurs xxxi à partir de la base tzzz1, . . . , zzznu en construisant un vecteur wwwi
orthogonal aux vecteurs xxx1, . . . ,xxxi´1.

wwwi “ zzzi ´
i´1
ÿ

k“1

xxxxk, zzziyxxxk

puis on obtient le vecteur xxxi en normalisant

xxxi “
wwwi
}wwwi}

2. Nous allons tout d'abord rechercher un indice imax tel que |uimax | “ maxiPv1,nw |ui|. Ensuite, nous constru-
isons la matrice Z PMn,npCq telle que la colonne i de Z contienne le vecteur zzzi avec

tzzz1, . . . , zzznu “ tuuu,eee1, . . . , eeeimax´1, eeeimax`1, . . . , eeenu.

Ensuite, à l'aide des formules précédentes nous calculons la matrice P PMn,npCq telle que la colonne i de
Z contienne le vecteur xxxi. Voici donc l'algorithme:

Algorithme 2

Données : uuu : un vecteur de Cn tel que }uuu}2 “ 1.
Résultat : P : matrice nˆ n dont les vecteurs colonnes

forment une base orthonormée de Cn et telle que la
première colonne de P soit uuu.

1: Fonction P Ð BaseOrtho ( uuu )
2: umaxÐ 0, imax Ð 0 Ź On calcule imax

3: Pour iÐ 1 à n faire
4: Si umax ď abspuuupiqq alors
5: umaxÐ abspuuupiqq, imax Ð i
6: Fin Si
7: Fin Pour
8: Z Ð zerospn, nq Ź On calcule Z “ pzzz1, . . . , zzznq
9: Zp:, 1q Ð uuu

10: iÐ 2
11: Pour k Ð 1 à imax ´ 1 faire
12: Zpk, iq Ð 1
13: iÐ i` 1
14: Fin Pour
15: Pour k Ð imax ` 1 à n faire
16: Zpk, iq Ð 1
17: iÐ i` 1
18: Fin Pour
19: P Ð zerospn, nq Ź On calcule P “ pxxx1, . . . ,xxxnq
20: Pour iÐ 1 à n faire
21: Pp:, iq Ð Zp:, iq
22: Pour k Ð 1 à i´ 1 faire
23: Pp:, iq Ð Pp:, iq ´ dotpPp:, kq,Zp:, iqq ˚ Pp:, kq
24: Fin Pour
25: Pp:, iq Ð Pp:, iq{sqrtpdotpPp:, iq,Pp:, iqqq
26: Fin Pour
27: Fin Fonction

Q. 3 1. Notons S “ P˚P la matrice de Mn,npCq. On a pour tout pi, jq PP v1, nw2

Si,j “ xPp:, iq,Pp:, jqy “ xxxxi,xxxjy “ δi,j .



On a donc
P˚P “ I

et la matrice P est unitaire.

2. En conservant l'écriture colonne de la matrice P on obtient

B “

¨

˚

˚

˚

˚

˝

xxx˚1
xxx˚2
...

xxx˚n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

A

¨

˝ x1x1x1 xxx2 . . . xxxn

˛

‚“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

xxx˚1
xxx˚2
...

xxx˚n

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˝ Ax1x1x1 Axxx2 . . . Axxxn

˛

‚

Ce qui donne

B “

¨

˚

˚

˚

˝

xxx˚1 Ax1x1x1 x1x1x1
˚Axxx2 . . . x1x1x1

˚Axxxn
xxx˚2 Ax1x1x1 xxx˚2 Axxx2 . . . xxx˚2 Axxxn

...
...

...
xxx˚nAx1x1x1 xxx˚nAxxx2 . . . xxx˚nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

On a donc
Bi,j “ xxx˚i Axjxjxj , @pi, jq P v1, nw

2

.

3. On a Auuu “ λuuu, }uuu} “ 1, la base txxx1, . . . , xxxnu est orthonormée et xxx1 “ uuu. on obtient alors

B “

¨

˚

˚

˚

˝

λuuu˚uuu uuu˚Axxx2 . . . uuu˚Axxxn
λxxx˚2uuu xxx˚2 Axxx2 . . . xxx˚2 Axxxn
...

...
...

λxxx˚nuuu xxx˚nAxxx2 . . . xxx˚nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

λ uuu˚Axxx2 . . . uuu˚Axxxn
0 xxx˚2 Axxx2 . . . xxx˚2 Axxxn
...

...
...

0 xxx˚nAxxx2 . . . xxx˚nAxxxn

˛

‹

‹

‹

‚

Q. 4 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n ě 2

pPnq @A PMnpCq, DU PMnpCq unitaire, DT PMnpCq triangulaire supérieure, telles que A “ UTU˚.

Initialisation : Montrons que pP2q est véri�é.
Soit A2 PM2pCq. Elle admet au moins un élément propre pλ,uuuq (voir Proposition ?? par ex.) avec }uuu} “ 1.
On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice unitaire P2 PM2pCq
telle que la matrice B2 “ P2A2P˚2 ait comme premier vecteur colonne pλ, 0qt. La matrice B2 est donc
triangulaire supérieure et comme P2 est unitaire on en déduit

A2 “ P˚2 B2P2.

On pose U2 “ P˚2 matrice unitaire et T2 “ B2 matrice triangulaire supérieure pour conclure que la
propostion pP2q est vraie.

Hérédité : Supposons que pPn´1q soit véri�ée. Montrons que pPnq est vraie.
Soit An P MnpCq. Elle admet au moins un élément propre pλ,uuuq (voir Proposition ?? par ex.) avec
}uuu} “ 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice unitaire
Pn PMnpCq telle que la matrice Bn “ PnAnP˚n s'écrivent

Bn “

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚n´1

0
... An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

où cccn´1 P Mn´1pCq et An´1 P Mn´1pCq. Par hypothèse de récurrence, DUn´1 P Mn´1pCq unitaire et
Tn´1 PMn´1pCq triangulaire supérieure telles que

An´1 “ Un´1Tn´1U˚n´1



ou encore
Tn´1 “ U˚n´1An´1Un´1.

Soit Qn PMnpCq la matrice dé�nie par

Qn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

.

La matrice Qn est unitaire. En e�et on a

QnQ˚n “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... U˚n´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1U˚n´1

looooomooooon

“In´1

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“ In.

On note Tn la matrice dé�nie par Tn “ Q˚nBnQn. On a alors

Tn “

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... U˚n´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚n´1

0
... An´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚n´1

0
... U˚n´1An´1

0

˛

‹

‹

‹

‹

‚

¨

˚

˚

˚

˝

1 0 . . . 0
0
... Un´1

0

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

λ ccc˚n´1U˚n´1

0
... U˚n´1An´1Un´1

loooooooomoooooooon

“Tn´1

“

0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

La matrice Tn est donc triangulaire supérieure et on a par dé�nition de Bn

Tn “ Q˚nPnAnP˚nQn.

On note Un “ P˚nQn. Cette matrice est unitaire car les matrices Qn et Pn le sont. En e�et, on a

UnU˚n “ P˚nQnpP
˚
nQnq

˚
“ P˚n QnQ˚n

loomoon

“In

Pn “ P˚nPn “ In.

On a Tn “ U˚nAnUn et en multipliant cette équation à gauche par Un et à droite par U˚n on obtient
l'équation équivalente An “ UnTnU˚n. La propriété pPnq est donc véri�ée. Ce qui achève la démonstration.

Q. 5 Résoudre Axxx “ bbb est équivalent à résoudre

UTU˚xxx “ bbb. (2)

Comme U est unitaire, on a UU˚ “ I et U˚ inversible. Donc en multipliant (2) par U˚ on obtient le système
équivalent

U˚U
loomoon

“I

TU˚xxx “ U˚bbb ðñ TU˚xxx “ U˚bbb.

On pose yyy “ U˚xxx. Le système précédant se résoud en deux étapes

1. on cherche yyy solution de Tyyy “ U˚bbb. Comme U est unitaire on a detpUqdetpU˚q “ detpIq “ 1 et donc

detpAq “ detpUTU˚q “ detpUqdetpTqdetpU˚q

“ detpTq

Or A inversible équivalent à detpAq ‰ 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant triangulaire
inférieure on peut résoudre facilement le système par la méthode de remontée.



2. une fois yyy déterminé, on résoud U˚xxx “ yyy. Comme U est unitaire, on obtient directement xxx “ Uyyy.

Exercice 3 (7 points)

Soient n P N˚ et n` 1 couples de R2, pxi, yiqiPv0,nw, tels que les xi sont distincts deux à deux. On note

Q. 1 1. Soit i P v0, nw. Montrer qu'il existe un unique polynôme Li de degré n véri�ant

Lipxjq “ δij , @j P v0, nw. (1)

2. Montrer que les pLiqiPv0,nw forment une base de RnrXs (espace vectoriel des polynômes à coe�cients réels
de degré inférieur ou égal à n).

On dé�ni le polynôme Pn par

Pnpxq “
n
ÿ

i“0

yiLipxq. (2)

Q. 2 Montrer que polynôme Pn est l'unique polynôme de degré au plus n véri�ant Pnpxiq “ yi, @i P v1, nw.

Soit πn le polynôme de degré n` 1 dé�ni par

πnpxq “
n
ź

i“0

px´ xiq. (3)

Q. 3 Soit f P Cn`1pra; bs; Rq. On suppose que @i P v0, nw, xi P ra; bs et yi “ fpxiq. Montrer que, @x P ra; bs, il
existe ξx appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x, x0, . . . , xn tel que

fpxq ´ Pnpxq “
πnpxq

pn` 1q!
f pn`1qpξxq. (4)

Indication : Etudier les zéros de la fonction F ptq “ fptq ´ Pnptq ´
fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πnptq.

Q. 4 (algo) Ecrire la fonction algorithmique Lagrange retournant la valeur de Pnpxq

Q. 1 1. De (1), on déduit que les n points distincts xj pour j P v0, nwztiu sont les n zéros du polynôme Li
de degré n : il s'écrit donc sous la forme

Lipxq “ C
n
ź

j“0
j‰i

px´ xjq avec C P R

Pour déterminer la constante C, on utilise (1) avec j “ i

Lipxiq “ 1 “ C
n
ź

j“0
j‰i

pxi ´ xjq

Les points xi sont distincts deux à deux, on a
śn
j“0
j‰i
pxi ´ xjq ‰ 0 et donc

C “
1

śn
j“0
j‰i
pxi ´ xjq

d'où

Lipxq “
n
ź

j“0
j‰i

x´ xj
xi ´ xj

, @i P v0, nw. (5)

Il reste à démontrer l'unicité. On suppose qu'il existe Li et Ui deux polynômes de RnrXs véri�ant (1).
Alors Qi “ Li ´ Ui est polynôme de degré n (au plus) admettant n ` 1 zéros distincts, c'est donc le
polynôme nul et on a nécessairement Li “ Ui.



2. On sait que dim RnrXs “ n` 1. Pour que les tLiuiPv0,nw forment une base de RnrXs il su�t de démontrer
qu'ils sont linéairement indépendants.
Soit λ0, ¨ ¨ ¨ , λn n` 1 scalaires. Montrons pour celà que

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ λi “ 0, @i P v0, nw

Noter que la première égalité est dans l'espace vectoriel RnrXs et donc le 0 est pris au sens polynôme nul.
On a

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ðñ

n
ÿ

i“1

λiLipxq “ 0, @x P R

Soit k P v0, nw. En choisissant x “ xk, on a par (1)
řn
i“1 λiLipxkq “ λk et donc

n
ÿ

i“1

λiLi “ 0 ùñ

n
ÿ

i“1

λiLipxkq “ 0, @k P v0, nw ðñ λk “ 0, @k P v0, nw.

Les tLiuiPv0,nw sont donc linéairement indépendants.

Q. 2 Par construction Pn P RnrXs et
Pnpxiq “ yi, @i P v0, nw (6)

et c'est l'unique polynôme de degré au plus n véri�ant (6) (car la décomposition dans la base tLiuiPv0,nw est

unique). L'unicité peut aussi se démontrer en supposant qu'il existe deux polynômes Q1 et Q2 de degré au

plus n véri�ant (6). Alors le polynôme R “
def

“ Q1 ´Q2 de degré au plus n admet n` 1 racines simples : les xi
@i P v0, nw. Le polynôme R est donc le polynôme nul et necessairement Q1 “ Q2.

Q. 3 S'il existe i P v0, nw tel que x “ xi alors l'équation (4) est immédiatement véri�ée.
Soit x P ra, bs distinct de tous les xi. Comme f P Cn`1pra; bs; Rq, Pn P RnrXs et πn P Rn`1rXs, on en déduit
que la fonction F est dans Cn`1pra; bs; Rq. La fonction F admet aussi n ` 2 zéros : x, x0, ¨ ¨ ¨ , xn. On note

ξ
r0s
x,1, ¨ ¨ ¨ , ξ

r0s
x,n`2 ces n` 2 zéros ordonnés ξ

r0s
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

r0s
x,n`2. La fonction F étant continue sur ra, bs et dérivable

sur sa, br, le théorème de Rolle dit qu'entre deux zéros consécutifs de F, il existe au moins un zéro de F 1 “ F p1q.
Plus précisemment on a

@i P v1, n` 1w, Dξ
r1s
x,i Psξ

r0s
x,i, ξ

r0s
x,i`1r tels que F p1qpξ

r1s
x,iq “ 0

et on en déduit que la fonction F p1q admet n`1 zéros ξ
r1s
x,1, ¨ ¨ ¨ , ξ

r1s
x,n`1 et l'on a ξ

r0s
x,1 ă ξ

r1s
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

r1s
x,n`1 ă ξ

r0s
x,n`2.

Il faut noter la dépendance en x des zéros de F 1 d'où la notation un peu "lourde".
Montrons par récurrence �nie que pPkq est vraie pour tout k P v1, n` 1w

pPkq : Dξ
rks
x,i , i P v1, n` 2´ kw, ξ

r0s
x,1 ă ξ

rks
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

rks
x,n`2´k ă ξ

r0s
x,n`2 tels que F pkqpξ

rks
x,i q “ 0

Initialisation : Pour k “ 1, la preuve a déjà été faites.

Hérédité : Soit 1 ă k ´ 1 ă n` 1, on suppose pPk´1q véri�ée. La fonction F pk´1q étant continue sur ra, bs et
dérivable sur sa, br, le théorème de Rolle dit qu'entre deux zéros consécutifs de F pk´1q, il existe au moins
un zéro de F pkq. Par hypothèse F pk´1q admet n` 2´ pk ´ 1q zéros véri�ant

ξ
r0s
x,1 ă ξ

rk´1s
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

rk´1s
x,n`2´pk´1q ă ξ

r0s
x,n`2

La fonction F pk´1q est continue sur ra, bs et dérivable sur sa, br puisque F P Cn`1pra; bs; Rq. Par application
du théorème de Rolle, entre deux zéros de F pk´1q, il existe au moins un zéro de F pkq. Plus précisemment
pour tout i P v1, n` 2´ kw on a

Dξ
rks
x,i Psξ

rk´1s
x,i , ξ

rk´1s
x,i`1 r, F pkqpξ

rks
x,i q “ 0

De plus, par construction, ξ
r0s
x,1 ă ξ

rks
x,1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξ

rks
x,n`2´k ă ξ

r0s
x,n`2. et donc pPkq est vraie.

Avec k “ n` 1 on obtient

pPn`1q : Dξ
rn`1s
x,1 Psξ

r0s
x,1, ξ

r0s
x,n`2r tel que F pn`1qpξ

rn`1s
x,1 q “ 0



et donc

0 “ F pn`1qpξ
rn`1s
x,1 q “ f pn`1qpξ

rn`1s
x,1 q ´ Ppn`1q

n pξ
rn`1s
x,1 q ´

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
πpn`1q
n pξ

rn`1s
x,1 q

Comme Pn P RnrXs, on a P
pn`1q
n “ 0. De plus πn P Rn`1rXs, et comme πnpxq “ xn`1 `Qpxq avec Q P RnrXs

(i.e. son monône de puissance n` 1 à pour coe�cient 1) on obtient π
pn`1q
n pxq “ pn` 1q! On a alors

f pn`1qpξ
rn`1s
x,1 q “

fpxq ´ Pnpxq

πnpxq
pn` 1q!

Q. 4 Directement extrait du polycopié:

Algorithme 3 Fonction Lagrange permettant de calculer le polynôme
d'interpolation de Lagrange Pnpxq
Données : XXX : vecteur/tableau de Rn`1, Xpiq “ xi´1 @i P v1, n` 1w et

Xpiq ‰ Xpjq pour i ‰ j,
YYY : vecteur/tableau de Rn`1, Y piq “ yi´1 @i P v1, n` 1w,
t : un réel.

Résultat : y : le réel y “ Pnptq.

1: Fonction y Ð Lagrange ( t,X, Y )
2: y Ð 0
3: Pour iÐ 1 à n` 1 faire
4: LÐ 1
5: Pour j Ð 1 à n` 1, pj „“ iq faire
6: LÐ L ˚ pt´Xpjqq{pXpiq ´Xpjqq
7: Fin Pour
8: y Ð y ` Y piq ˚ L
9: Fin Pour

10: return y
11: Fin Fonction


