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[ EXERCICE 1 (7 roints) ]

Q.1 1. Soit (yi)ren une suite de réels. Donner précisement la définition de la convergence vers y € R avec
un ordre p = 1 de la suite (yx)keN-

2. Ecrire précisement le théoréme du point fivze dans R (hypothése sur ® mais pas sur sa dérivée). o

Soit @ : [a,b] —> [a,b] une application de classe C'. On défini la suite (z)ren par
Trt1 = P(xg), VEEN (1)

avec z € [a,b] donné. On suppose qu'il existe 0 < L < 1 tel que Vx € [a,b], |®'(x)| < L.

Q. 2 1. Montrer que la fonction admet un unique point fize o € [a, b].
2. Montrer que la suite (xy)ren est bien défini.
3. Montrer que la suite (xy)ren converge vers o avec un order 1 au moins.

4. Montrer que si pour tout k € N, zp # a alors
. Te4+1 —
lim ———
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On suppose ensuite que ®'(a) = 0 et 36 > 0, IM € R** tel que pour tout x € [a — d,a + §] on ai |®”(x)| < M.

Q.3 1. Montrer que
2

2k
1
Vg e [a—0d,a+ 0], |z —al < i <2M|x0 —a)

2. Quel est l'ordre de convergence dans ce cas.

3. A quelle condition a-t’on

2 ok
xk—a|<M10 2.

Q. 4 (algo) Ecrire la fonction algorithmique PTFIXE retournant une approximation du point fivze o de @ (s’il
existe) en utilisant la suite (xy).

Q.1 1. Directement extrait du polycopié:

' Definition 0.1

On dit qu’'une suite (2g)gen , Obtenue par une méthode numeérique, converge vers « avec un
ordre p > 1 si
|Zk+1 — @

dko € N, 3C' > 0 tels que
|2k — P

< C, Yk > k. 2)

ouC<lsip=1.



2. Directement extrait du polycopié:

Theorem 0.2: Théoréme du point fixe dans R

Soient [a, b] un intervalle non vide de R et ® une application continue de [a, b] dans lui-méme. Alors,
il existe au moins un point « € [a,b] vérifiant ®(a) = «. Le point « est appelé point fixe de la
fonction o.

De plus, si ® est contractante (lipschitzienne de rapport L € [0, 1]), c’est & dire

IL <1 t.q. |®(z) — ®(y)| < Lz — y| Y(z,y) € [a,b]%, (3)

alors ® admet un unique point fixe « € [a, b], la suite définie en (1) converge vers « avec un ordre
1 pour toute donnée initiale z(®) dans [a,b], et 'on a les deux estimations suivantes :

lzy —a] < L*|lzg —al, VE =0, (4)
L

—a| <
[z =l 1-L

|z — 2p—1], Yk =0, (5)

Q.2 1. Comme ® est continue sur [a,b]| et vérifie ®([a,b]) < [a,b], le théoréme 0.2 (du point fixe) as-
sure lexistence d’un point fixe. Pour l'unicité, on note oy € [a,b] et as € [a,b], deux points fixes
de ®. On a donc ®(a;) = ay et P(az) = ao. D’aprés le théoréme des accroissements finis il existe
€ €] min(ay, as), max(ay, as)[<]a, b[ tel que

P(a1) — (az) = (o1 — a2)®'(§).
Comme |®'(£)| < 1, on obtient a1 —ag =0, i.e. ag = as.

2. on a immediatement Vk € N, xj, € [a,b] car xg € [a,b] et ®([a,b]) < [a,b].

3. Lereésultat découle du théoréme des accroissements. En effet, pour tout & > 0, il existe & €] min(«o, z5_1), max(a, zp_1)
]a, b[ tel que
(zp-1) — P(@) = (21 — @) P'(&k). (6)
On obtient alors
2 — af = [®(zy_1) — B(a)] < Llzx_1 — 0
et donc par récurrence
|z — af < LF|zg — af.
Comme L < 1, on obtient
lim |zx —a|=0.
k—+00
4. Comme par hypothése xx_1 # a, 'équation (6) s’écrit
D) ~B(0) _
Lp—1 — &

(&)

La fonction @’ étant continue et comme limg_, o & = «, on obtient limy_, ;o (k) = ().

Q.3 1. D’aprés la formule de Taylor, on a 3n €] min(a, z), max(a, x)[ tel que

r—a)?
b(z) = ®(a) + (v — a)®'(a) + %@”(7))
=a+ %@”(n)(w — )

On en déduit que [®(z) — af < |z — a|? ce qui sécit encore Z[®(z) — o < (¥|z — af)® Or si

2
xo € [ — 0,0 + 6], alors xp—1 € [ — §,« + 6], Yk € N*. On a alors

M M M
7|‘1’($k71) —al = 7|wk —al < (7|33k71 —al)?

et donc par récurrence



2. On a M
— ek —al)?

—_ gi
ol < 475

c’est a dire
|z — «f M
< P

|zt — a2 2

et donc la méthode est d’ordre 2.
3. En supposant de plus que |zg — a] < 5%\/17 on obtient immédiatement le résultat.

Q. 4 Directement extrait du polycopié:

Algorithme 1 Méthode de point fixe : version Tantque avec critéres d’arrét

Domnnées :

P : P:R—R,
o : donnée initiale, zg € R,
tol : la tolérence, tol € R,
kmax : mnombre maximum d’itérations, kmax € N*
Résultat :
atol ¢ un réel tel que |P(aol) — atol| < tol
(ou 7‘q’“:";”‘)i(£“” < tol)
1: Fonction oy, < PTFIXE ( @, x0, tol, kmax )
2 k Oa Qo] < @
3: X <« xg, fx « O(xy),
4:  err « |fx — x| B> ou ‘[:i\i‘
5: Tantque err > tol et k < kmax faire
6 k—k+1
7 x « fx
8 fx — P(x)
9: err « |fx — x| = ou ‘[:i\i‘
10:  Fin Tantque
11:  Si err < tol alors > Convergence
12: Qo] < X
13:  Fin Si
14: Fin Fonction
EXERCICE 2 (7 roinTs)
Q- 1 Donner précisement les définitions de:
1. matrice triangulaire supérieure,
2. matrice unitaire,
3. élément propre d’une matrice,
4. base orthonormée de C™.
Soit A € M,, ,(C) une matrice et (A,u) un élément propre de A avec |u|, = 1.
Q.2 1. En s’aidant de la base canonique {ei,...,e,}, construire une base orthonormée {x1,...,x,} telle
que T = U.
2. Ecrire la fonction algorithmique BaseOrTHO permettant de construire la base orthonormée {x1,...,T,}

a partir d’un vecteur u donné. Les vecteurs xj seront stockés dans une matrice de M,, ,,(C), le vecteur xj,
étant en colonne k de la matrice. On pourra pour celd utiliser les fonctions prédéfinies s — por(u,v qui
retourne le produit scalaire de deutx vecteurs), s < ass(x) qui retourne le module d’un nombre compleze,

a



Notons par P la matrice de M,, ,,(C) définie par

P = T x,

et par B la matrice définie par B = P*AP.

Q.3 1. Calculer la matrice P*P. Que peut-on en conclure?

2. Exprimer les coefficients de la matrice B en fonction de la matrice A et des vecteurs x;, i € [1,n].

B = P*AP.

3. En déduire que la premiére colonne de B est (A,0,...,0)¢. o

Q. 4 Montrer par récurrence sur l'ordre de la matrice que la matrice A s’écrit

A = UTU*
ou U est une matrice unitaire et T une matrice triangulaire supérieure. o
Q. 5 En supposant A inversible et la décomposition A = UTU* connue, expliguer comment résoudre "simple-
ment" le systéme linéaire Ax = b. o

Q.1 1. Directement extrait du polycopié:

2. Une matrice A est unitaire si elle est carrée et si AA* = A*A = |,

3. Directement extrait du polycopié:

' Definition 0.3
Soit A € M,,(K). On dit que A € C est valeur propre de A s’il existe u € C"” non nul tel que
Au = u. (1)

Le vecteur u est appelé vecteur propre associé a la valeur propre .
Le couple (A, u) est appelé élément propre de A.

4. Directement extrait du polycopié:
Une base de C™ est une famille {v1,...,v,} de n vecteurs de C"™ linéairement indépendants (ils engendrent
donc C™). Cette base est orthonormée si

(v, v5) = 65, ¥(i,5) € [1,n]?

1 sii=j,

ol d;; est le symbole de Kronecker : §;; = { 0 siisj

Q.2 1. La premiére chose a faire est de construire une base contenant u & partir de la base canonique

{e1,..., e,}. Comme le vecteur propre u est non nul, il existe j € [1,n] tel que (u,e;) # 0. La famille
{u,e1,...,e;_1,€41,...,e,} forme alors une base de C" car u n’est pas combinaison linéaire des {ei,...,e;_1,€;11,... ¢
On note {z1,..., z,} la base dont le premier élément est z; = u :

{z1,..., 20} ={u.e1,...,€j_1,€j41,...,€n}.

On peut ensuite utiliser le procédé de Gram-Schmidt, rappelé en Proposition 7?7, pour construire une
base orthonormée a partir de cette base.



On calcule successivement les vecteurs x; & partir de la base {z1,..., 2,} en construisant un vecteur w;
orthogonal aux vecteurs xi,...,2Z; 1.

i—1
wi = zi — Y (@, 2i) T
k=1

puis on obtient le vecteur z; en normalisant

xr;, = Wi
C w

2. Nous allons tout d’abord rechercher un indice imax tel que |u;,, | = maxeq 7 |us|. Ensuite, nous constru-
isons la matrice Z € M,, ,,(C) telle que la colonne i de Z contienne le vecteur z; avec

{z1,...,znt ={u,e1,...,€ . —1,€i . +1,---s€n}-

Ensuite, a I’aide des formules précédentes nous calculons la matrice P € M,, ,(C) telle que la colonne i de
Z contienne le vecteur z;. Voici donc ’algorithme:

Algorithme 2

Données : u : un vecteur de C" tel que |uf, = 1.

Résultat : P : matrice n x n dont les vecteurs colonnes
forment une base orthonormée de C" et telle que la
premiére colonne de P soit u.

1: Fonction P « BaseOrtHO (u )

2: umazr «— 0, dpa <0 > On calcule 7,5
3:  Pour i < 1 & n faire

4 Si umax < aBs(u(i)) alors

5: umaz «— ABS(u(7)), imax < 1

6 Fin Si

7:  Fin Pour

8: Z < zErROS(n,n) > On calcule Z = (21,...,2,)
9:  Z(:1) «—u
10: i« 2
11:  Pour k «— 1 & i — 1 faire
12: Z(k,i) < 1
13: 1—1+1

14:  Fin Pour

15:  Pour k <« ip. + 1 & n faire
16: Z(k,i) < 1

17: t—1+1

18:  Fin Pour

19: P« zErROS(N,n) > On calcule P = (z1,...,2,)
20: Pour i < 1 & n faire

21: P(:,i) « Z(:,1)

29: Pour k< 14a¢—1 faire

23: P(:,i) < P(:,i) —pot(P(:, k), Z(:,%)) = P(:, k)

24: Fin Pour

25: P(:,i) < P(:,i)/sqrr(poT(P(:,4),P(:,1)))
26: Fin Pour
27: Fin Fonction

Q.3 1. Notons S = P*P la matrice de M,, ,,(C). On a pour tout (i,7) €€ [1,n]?

Si,j = <P(:vi)> P(:7j)> = <xi7mj> = 51}]"



On a donc
P*P = |

et la matrice P est unitaire.

2. En conservant ’écriture colonne de la matrice P on obtient

2 SO , s B , L
# i i * i
o E | i | N S i i |
B= X A xli.'z:gi ia:n = . AmliA.’IIQi iAxn
: | I | . I I |
Ty zn |
Ce qui donne
:1:’1"Am1 .’El*A.’lTQ e zl*Azn
riAzy ziAz, ... ziAx,
B= . .
ciAxy  xXAzy, ... ziAzx,
On a donc
B;; =xfAzj, V(i,j) e [1,n]?
3. On a Au = \u, |lu| = 1, la base {z1,..., z,} est orthonormée et £; = u. on obtient alors
Dwtu i urAz, . wtAm, \ o (AlutAmy L uthAs,
Axiu i xiAzs riAx, 0 z5Az, riAx,
B= ! = !
pY T ; zrAz, ... z!Ax, 0 ; T} Axy Az,

Q. 4 On veut démontrer, par récurrence faible, la proposition suivante pour n > 2
(P,) YAe M,(C), 3U e M,,(C) unitaire, 3T € M,,(C) triangulaire supérieure, telles que A = UTU*.

Initialisation : Montrons que (P2) est vérifié.
Soit Ay € M3(C). Elle admet au moins un élément propre (A, u) (voir Proposition ?? par ex.) avec |lu]| = 1.
On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice unitaire Py € M5(C)
telle que la matrice By = P2AgP3 ait comme premier vecteur colonne (X,0)t. La matrice By est donc
triangulaire supérieure et comme P est unitaire on en déduit

Ay = P3B,Ps.

On pose Uy = PI matrice unitaire et To = By matrice triangulaire supérieure pour conclure que la
propostion (Ps) est vraie.

Heérédité : Supposons que (P, _1) soit vérifiée. Montrons que (P,,) est vraie.
Soit A, € M, (C). Elle admet au moins un élément propre (A, u) (voir Proposition ?? par ex.) avec
|u| = 1. On peut donc appliquer le résultat de la question précédente : il existe une matrice unitaire
P,, € M,,(C) telle que la matrice B,, = P,,A,P¥* s’écrivent

i
Bn: !
i

ou¢,—1 € M,_1(C) et A,_1 € M,,_1(C). Par hypothése de récurrence, 3U,,_; € M,,_1(C) unitaire et
T,—1 € M, _1(C) triangulaire supérieure telles que

Anfl = UnflTnfl ux

n—1



ou encore
*
Th1= UnflAnflunfl-

Soit Q,, € M,,(C) la matrice définie par

10 0
0
Qn = !
S Up
0!
La matrice Q,, est unitaire. En effet on a
, , 110 0
110 0 ‘1.0 ... 0 g
o 0 o
QnQ: = . ! . = . E Un,luzfl = In
t Un U :
O : O i i —Infl
. 0!
On note T,, la matrice définie par T,, = Q*B,,Q,,. On a alors
110 .. 0N/ Al ¢y 110 ... 0
0 T o
To=| . | B
C U;klfl | An,1 : i Un—l
0 ; 0 ! 0 !
| . A e Uk
A e 10 0\ [y
o 0 !
= | ! = D u* A,_1U,_1 =
. : Un_lAn—l | U,_1 : Lln,l/
0 01 | “ee
| ' 0 :

La matrice T, est donc triangulaire supérieure et on a par définition de B,,
On note U,, = P*Q,,. Cette matrice est unitaire car les matrices Q,, et P,, le sont. En effet, on a

U,Uf = P*Q,(PXQ,)" = P% Q,Q} P, = PXP, = I,,.
N

On a T,, = U%A,U, et en multipliant cette équation a gauche par U,, et a droite par U} on obtient

Péquation équivalente A,, = U,, T, U%. La propriété (P, ) est donc vérifiée. Ce qui achéve la démonstration.

Q. 5 Résoudre Az = b est équivalent & résoudre
UTU*z = b. (2)

Comme U est unitaire, on a UU* = | et U* inversible. Donc en multipliant (2) par U* on obtient le systéme
équivalent
U*U TU*z = U*b < TU*z = U*b.
—_——
=1

On pose y = U*z. Le systéme précédant se résoud en deux étapes

1. on cherche y solution de Ty = U*b. Comme U est unitaire on a det(U) det(U*) = det(l) = 1 et donc
det(A) = det(UTU*) = det(U) det(T) det(U*)
= det(T)

Or A inversible équivalent & det(A) # 0 et donc la matrice T est inversible. La matrice T étant triangulaire
inférieure on peut résoudre facilement le systéme par la méthode de remontée.



2. une fois y déterminé, on résoud U*z = y. Comme U est unitaire, on obtient directement 2 = Uy.

EXERCICE 3 (7 roints)

Soient n € N* et n + 1 couples de R?, (x;, Yi)ie[o,n]» tels que les z; sont distincts deux & deux. On note
Q.1

1. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynome L; de degré n vérifiant

Ll(xj) = 5ij7 VJ € [[0,77,]] (1)
2. Montrer que les (Li)ie[[o,n]] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal a n).

On défini le polynoéme P,, par

P, (x) = > yiLi(x).
=0

Q. 2 Montrer que polynéme P, est l'unique polynéme de degré au plus n vérifiant P, (z;) = y;, Vi € [1,n].
Soit 7, le polynéme de degré n + 1 défini par

(2)

(@) = [ [ =), 3)
=0

Q. 3 Soit f € C"([a;b];R). On suppose que Vi € [0,n], z; € [a;b] et y; = f(x;). Montrer que, Vz € [a;b], il
existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x,xg, ..., x, tel que

()
—P(x) = ) gt gy 4
@) = Pala) = 22 10 6 (@)
—-P
Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — P,(t) — an(t).
T
Q. 4 (algo) Ecrire la fonction algorithmique LAGRANGE retournant la valeur de P, (z)

Q.1

1. De (1), on déduit que les n points distincts z; pour j € [0,n]\{i} sont les n zéros du polynéme L;
de degré n : il s’écrit donc sous la forme

Li(z) = C’n(:rij) avec C' € R

j=0
Jj#i

Pour déterminer la constante C, on utilise (1) avec j =14

S o

Li(z;))=1= CH(wZ —xj)

Les points x; sont distincts deux & deux, on a [ [j=o(z; — x;) # 0 et donc

J#i
1
cC=- -
[Ti-o(z; — ;)
G

d’ou

u@p{jx’%,Wemﬂ.

5
E— (5)
Il reste a démontrer 'unicité. On suppose qu’il existe L; et U; deux polynomes de R, [X] vérifiant (1).

Alors Q; = L; — U; est polynome de degré n (au plus) admettant n + 1 zéros distincts, c’est donc le
polynéme nul et on a nécessairement L; = U;.




2. On sait que dimR,,[X] = n + 1. Pour que les {L;}
qu’ils sont linéairement indépendants.
Soit Ag, -+, A, n + 1 scalaires. Montrons pour cela que

ic[0,n] forment une base de R, [X] il suffit de démontrer

DINLi =0 = X\ =0, Vie[0,n]

i=1

Noter que la premiére égalité est dans ’espace vectoriel R,,[X] et donc le 0 est pris au sens polynome nul.
On a

Zn: = < i /\sz(l') = O, VreR
i=1 =1

Soit k € [0,n]. En choisissant @ = z, on a par (1) .1 AiL;(xx) = A et donc

Z =0 — > ALi(zg) =0, Ve [0,n] < X, =0, Vke[0,n].

i=1
Les {Li},c[o,, sont donc linéairement indépendants.

Q. 2 Par construction P, € R,[X] et

P(z;) =y, Vie[0,n] (6)
et c’est I'unique polynome de degré au plus n vérifiant (6) (car la décomposition dans la base {Li},c[ ,,; est
unique). L’unicité peut aussi se démontrer en supposant qu’il existe deux polynomes Q; et Qo de degré au

plus n vérifiant (6). Alors le polynome R =2Q; — Q, de degré au plus n admet n + 1 racines simples : les x;
Vi € [0,n]. Le polynome R est donc le polynome nul et necessairement Q; = Qa.

Q. 3 Sl existe i € [0,n] tel que x = x; alors 'équation (4) est immeédiatement vérifiée.
Soit x € [a,b] distinct de tous les z;. Comme f € C"*!([a;b];R), P, € R,[X] et 7, € R,,41[X], on en déduit

que la fonction F est dans C"*!([a;b];R). La fonction F admet aussi n + 2 zéros : x,xg, - ,Tn. On note
§w e 53[5011 4o Ces n + 2 zéros ordonnés 5511 <-- 536 n+o- La fonction F' étant continue sur [a, b] et dérivable

sur ]a, b[7 le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F, il existe au moins un zéro de F/ = F(1).
Plus précisemment on a

Vie[l,n+1], EI§£11 6]5[0] gH[ tels que F(l)(ff[ﬁlg) =0

i) s

et on en déduit que la fonction F(1) admet n+1 zéros 5;5 i ,fgiﬂ etl’on a fg[ﬂ < f;£1]1 << §x el < fz n42
Il faut noter la dépendance en x des zéros de F’ d’ou la notation un peu "lourde".
Montrons par récurrence finie que (Py) est vraie pour tout k € [1,n + 1]

(Pr) - Hgg[fz]a ie[l,n+2—k], 55]1 < fg[gkl - < §m n2—k < 551&2 tels que F*) (fa[:kb =0
Initialisation : Pour k£ = 1, la preuve a déja été faites.

Hérédité : Soit 1 <k —1 <n + 1, on suppose (Py_1) vérifite. La fonction F(*~1) étant continue sur [a,b] et
deérivable sur ]a,b[, le théoréme de Rolle dit qu’entre deux zéros consécutifs de F#=1) 4] existe au moins
un zéro de F®). Par hypothése F(*~1) admet n + 2 — (k — 1) zéros vérifiant

[k— k
££ 1 <§ < 5;[6 niz (k—1) < 59[0?3%2

La fonction F(*~1) est continue sur [a, b] et dérivable sur Ja, b[ puisque F € C"*!([a;b]; R). Par application
du théoreme de Rolle, entre deux zéros de F*~1) il existe au moins un zéro de F'*). Plus précisemment
pour tout ¢ € [1,n+ 2 — k] on a

el el el AL F0 ey <o

De plus, par construction, 5;&?]1 < 53[:“% << fgﬁﬁz% < fg?]n+2~ et donc (Py) est vraie.

Avec k = n + 1 on obtient

(Pog1) = 36 elell el 1 tel que FOD (el — o



et donc

n n+1 n n+1 n n+1 f(l’) — Pn(I) n n+1
0= PUD(E) = fogh = P e ™) - St e ™
Comme P, € R,[X], on a P — 0. De plus m, € Rn11[X], et comme m,(x) = 2" + Q(z) avec Q € R, [X]
(i.e. son mondne de puissance n + 1 & pour coefficient 1) on obtient W,(L"H)(:r) = (n+1)! On a alors
(nt1) eln+1]y _ S(2) = Pr(z) N
f (fa:,l ) Wn(af) (n+ )
Q. 4 Directement extrait du polycopié:
Algorithme 3 Fonction LAGRANGE permettant de calculer le polynome
d’interpolation de Lagrange P, (x)
Données : X : vecteur/tableau de R"*!, X (i) =z;_ Vie [I,n+ 1] et
X (4) # X(j) pour i # j,
Y : vecteur/tableau de R"*1 Y (i) = y;_; Vie [1,n + 1],
t : unréel.
Résultat : y : leréel y = P,(1).
1: Fonction y «— Lacrance (t, X,Y)
2 y<—0
3:  Pour i« 1an+1 faire
4 L1
5: Pour j—lan+1, (j ~=i) faire
’ L Lt — XGNAX() = X()
7 Fin Pour
8 y—y+Y(@)=L
9:  Fin Pour

10:  return y
11: Fin Fonction




