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Sans documents et sans appareils électroniques
Le baréme est donné & titre indicatif

EXERCICE 1 (7 roints)

Soient n € N* et n + 1 couples de R?, (x;, Yi)ie[o,n]» tels que les z; sont distincts deux & deux. On note

Q.1 1. Soit i € [0,n]. Montrer qu’il existe un unique polynome L; de degré n vérifiant
Li(xj) = (Si]‘, V] € [[O,n]] (1)

2. Montrer que les (L;);e[o,n] forment une base de R,[X] (espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal G n). o

On défini le polynéme P,, par
P(2) = ). yiLi(x). (2)
i=0

Q. 2 Montrer que polynéme P,, est l'unique polynéme de degré au plus n vérifiant P, (z;) = y;, Vi€ [0,n]. ©

Soit 7, le polyndéme de degré n + 1 défini par
mul@) = [ [z — 2. 3)
i=0

Q. 3 Soit f € C""1([a;b];R). On suppose que Vi € [0,n], z; € [a;b] et y; = f(x;). Montrer que, Vx € [a;b], il

existe &, appartenant au plus petit intervalle fermé contenant x, xg, ..., x, tel que
T (2)
-P, _ ") p(n+1) ). 4
@) = Pola) = A 16 (@
P,
Indication : Etudier les zéros de la fonction F(t) = f(t) — P,(t) — /(@) @ (z) T (t). o
(T

Q. 4 (algo) Ecrire la fonction algorithmique LAGRANGE retournant la valeur de P, (x). o

EXERCICE 2 (7 roints)

Soient f € C%([a,b];R) et Q,(f,a,b) Une formule de quadrature élémentaire est donnée par :

Qu(f,a,b) = (b a) Z w; f(x;) (1)

7=0
avec Vj € [0,n] w; € Ret x; € [a,b], les x; étant distincts deux & deux. Cette formule permet d’approcher
I'intégrale de f entre a et b.
Par exemple la formule de quadrature élémentaire des trapézes est donnée par

b—a

QP (f.a,b) = —

(f(a) + f(b))- (2)

et celle de Simpson par

b—a a+b

(@15 + 1), ®

Qsimpson (f,a,b) =



Q.1 1. Rappeler la définition du degré d’exactitude pour la formule de quadrature (1).

2. Démontrer que la formule de quadrature élémentaire (1) & n + 1 points a pour degré d’exactitude k si et

seulement si
br+1 _ ar+1

(b—a) Z wT; = , Vre[0,k]. (4)
i=0

r+1

3. En déduire qu’il existe une unique formule de quadrature élémentaire (1) a n+1 points de degré d’ezactitude
n au moins. |

On note t; = (z; —a)/(b — a), Vi € [0,n], et on suppose les poids w; donnés par

-ty
w; = f L dx, Vie[0,n] (5)
0 j=0 tl - t]
J#i
Q. 2 Montrer alors que la formule (1) a pour degré d’exactitude n au moins. O

On rappelle que la formule de quadrature (1) est dites symétrique si
. T+ xp_y a+b
Vie [0,n], = 5 = = 5 et w; = wp_;. (6)

Q.3 1. Faire deuz <«jolis dessinsy permettant d’illustrer la formule (6) dans les cas n pair et n impair.

2. Montrer que si la formule (1) est symétrique et exacte pour les polyndomes de degré 2m alors elle est
nécessairement exacte pour les polyndmes de degré 2m + 1.

3. Démontrer que les formules des trapézes (2) et de Simpson (3) ont respectivement pour degré d’exactitude
1 et 3. ]

Pour la suite on suppose que g € C°([a, B];R).

Q. 4 Ezxpliquer le principe d’une méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire (1) pour
le calcul d’une approzimation de Uintégrale de g sur Uintervalle [a, §]. O

Q.5 1. Donner précisement la méthode de quadrature composée associée a la formule élémentaire des
trapézes (2) pour le calcul d’une approzimation de lintégrale de g sur Uintervalle [« 3].

2. Quel est le degré d’exactitude de cette méthode composée? Justifiez O

EXERCICE 3 (7 roints)

Soient U et V deux matrices triangulaires supérieures de M, (R).

Q.1 1. Donner la définition d’une matrice triangulaire supérieure.
2. A quelle(s) condition(s) la matrice U est-elle inversible?

3. Démontrer que le produit de U par V est triangulaire supérieure

On suppose U inversible.
Q. 2 Soitbe R™.

1. Ezpliquer comment calculer x € R™ solution du systéme linéaire Uz = b. Des formules explictes pour le
calcul des composantes de & doivent étre établies et démontrées.

2. Ecrire une fonction algorithmique RSLTRISuP retournant x solution de Ux = b.
On note M = UL,

Q.3 1. Montrer que M est une matrice triangulaire supérieure avec

1
Mi,i = W’i, Vi e [l,nﬂ

2. Proposer une méthode permettant de calculer l'inverse de la matrice U en utilisant ce qui a été vu dans
les questions précédentes.

3. En utilisant la fonction RSLTRrISup , écrire une fonction algorithmique INvITrRISuP retournant la matrice
inverse de U.



