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Exercice 1 (7 points)

Q. 1 Donner précisément les dé�nitions

1. [0.25 pts]d'une matrice triangulaire supérieure,

2. [0.5 pts]d'une matrice hermitienne dé�nie positive,

3. [0.25 pts]d'une matrice unitaire,

4. [0.5 pts]du produit de deux matrices (non forcément carrées).

Q. 2 [1.5 pts]Soient A “ pAi,jq
n
i,j“1 et B “ pBi,jq

n
i,j“1 deux matrices triangulaires supérieures de MnpCq. On

note G “ AB. Démontrer que G est une matrice triangulaire supérieure et que

@i P v1, nw, Gi,i “ Ai,iBi,i.

Q. 3 [2 pts]Montrer que si A est inversible alors son inverse est triangulaire supérieure avec comme éléments
diagonaux les inverses des éléments diagonaux de A.
Soit bbb P Cn. On suppose de plus que A est inversible.

Q. 4 1. [1 pts]Expliquer de manière détaillée la méthode permettant de résoudre le système linéaire Axxx “ bbb
sans utiliser l'inverse de A.

2. [1 pts]Ecrire la fonction algorithmique nommée SolveTriUp permettant de retourner la solution du sys-
tème linéaire Axxx “ bbb en utilisant la méthode décrite précédemment.

Exercice 2 (8 points)

Soit A PMnpCq une matrice hermitienne dé�nie positive

Q. 1 1. [0.5 pts]Montrer que les valeurs propres de A sont réelles, strictement positives.

2. [0.5 pts]Montrer que les sous-matrices principales de A sont hermitiennes dé�nies positives.

3. [0.5 pts]Ecrire précisemment le théorème de factorisation LU. Que peut-on en conclure pour la matrice A?
On suppose (si besoin) que la matrice A admet une factorisation A “ LDL˚ avec L une matrice triangu-
laire inférieure à diagonale unité et D une matrice diagonale.

Q. 2 1. [0.5 pts]Démontrer que di,i ą 0, @i P v1, nw.

2. [1.5 pts]En déduire qu'il existe une unique matrice B triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux
sont réels strictement négatifs telle que

A “ BB˚. (1)

Q. 3 1. [1.0 pts]Montrer que

bi,i “ ´

˜

ai,i ´

i´1
ÿ

j“1

|bi,j |
2

¸1{2

, @i P v1, nw, (2)



2. [1.0 pts]Montrer que

bj,i “
1

bi,i

˜

aj,i ´

i´1
ÿ

k“1

bj,kbi,k

¸

, @j P vi` 1, nw (3)

bj,i “ 0, @j P v1, i´ 1w. (4)

3. [1.0 pts]Expliquer comment calculer explicitement la matrice B à l'aide des formules précédentes.

4. [2.0 pts]Ecrire la fonction algorithmique Fact permettant de calculer la matrice B

Exercice 3 (7.75 points)

Soit g la fonction dé�nie sur r0, 1s par gpxq “ sinpx ` π
2 q. On cherche à calculer une approximation

de la solution de l'équation
gpxq “ x. (1)

Q. 1 [1.5 pts]Enoncer précisément le théorème du point �xe (dans R), et en déduire que l'équation (1) possède
une solution unique dans r0, 1s, que l'on notera x˚.

Pour approcher x˚, on dé�nit une suite
`

xpnq
˘

nPN
, pour n P N par

xp0q “ 1 et @n P N, xpn`1q “ g
´

xpnq
¯

. (2)

Q. 2 1. [0.5 pts]Représenter sur le graphique donné dans le sujet les trois premiers itérés xp1q, xp2q et xp3q

ainsi que le point
`

x˚, gpx˚q
˘

.

2. [0.5 pts]Sans faire de calcul, justi�er pourquoi la suite
`

xpnq
˘

nPN
est bien dé�nie et converge vers x˚ à

l'ordre 1 au moins.

Q. 3 On va maintenant regarder plus précisément la convergence de cette suite.

1. [1 pts]Montrer que pour tout n P N:

´

xpn`1q ´ x˚
¯

“ ´2 sin

ˆ

xpnq ` x˚

2

˙

sin

ˆ

xpnq ´ x˚

2

˙

. (3)

2. [0.5 pts]Montrer que sinptq ď t,@t P R` et que la fonction sinus est croissante sur r0, π{2s,

3. [1 pts]Déduire de (3) que la suite
`

xpnq
˘

nPN
converge vers x˚ au moins aussi vite qu'une suite géométrique

dont on précisera la raison.

4. [0.5 pts]La convergence est-elle linéaire ou quadratique? Justi�ez.

Pour approcher x˚, on dé�nit maintenant une autre suite
`

ypnq
˘

nPN
par

yp0q P r0, 1s et @n P N, ypn`1q “ ypnq ´

ˆ

gpypnqq ´ ypnq

g1pypnqq ´ 1

˙

. (4)

Q. 4 1. [0.25 pts]A quelle méthode vue en cours correspond cette méthode?

2. [2 pts]On suppose que yp0q est su�samment proche de x˚. La convergence sera-t-elle linéaire? quadra-
tique? Justi�er en citant précisemment le théorème utilisé.
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