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Exercice 1 (10 points)

Soit A PMnpCq une matrice hermitienne dé�nie positive

Q. 1 1. Montrer que les valeurs propres de A sont réelles, strictement positives.

2. Montrer que les sous-matrices principales de A sont hermitiennes dé�nies positives.

3. Ecrire précisemment le théorème de factorisation LU. Que peut-on en conclure?

On suppose (si besoin) que la matrice A admet une unique factorisation LU.

Q. 2 1. Montrer qu'il existe une unique matrice diagonale D telle que A “ LDL˚.

2. Montrer que di,i ą 0, @i P v1, nw.

3. En déduire qu'il existe une unique matrice B triangulaire inférieure dont les éléments diagonaux sont réels
strictement négatifs telle que

A “ BB˚. (1)

Q. 3 1. Montrer que
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, @i P v1, nw, (2)

2. Etablir que

bj,i “
1

bi,i

˜

aj,i ´

i´1
ÿ
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bj,kbi,k

¸

, @j P vi` 1, nw (3)

bj,i “ 0, @j P v1, i´ 1w. (4)

3. Expliquer comment calculer explicitement la matrice B à l'aide des formules précédentes.

4. Ecrire la fonction algorithmique Fact permettant de calculer la matrice B

Exercice 2 (8 points)

Soit f une fonction de classe C1 sur ra, bs véri�ant fpaqfpbq ă 0. et λ “ fpbq´fpaq
b´a . Soit x0 P ra, bs donné. On

dé�ni la suite suivante

xk`1 “ xk ´
fpxkq

λ
, @k P N. (1)

On note Φpxq “ x´ fpxq
λ .

Q. 1 Montrer que si pour tout x P ra, bs on a

minpλpx´ aq, λpx´ bqq ď fpxq ď maxpλpx´ aq, λpx´ bqq (2)

alors Φpra, bsq Ă ra, bs.
Indication : on pourra considérer séparément les cas λ ą 0 et λ ă 0.



Q. 2 Montrer que si pour tout x P ra, bs on a

minp0, 2λq ă f 1pxq ă maxp0, 2λq (3)

alors |Φ1pxq| ă 1.

Q. 3 En déduire que sous les deux conditions précédentes la méthode de la corde converge vers l'unique solution
α P ra, bs de fpxq “ 0.

Q. 4 1. Soit pykqkPN une suite réelle qui converge vers β P R. Que doit-on véri�er pour que la convergence
soit d'ordre p ě 1?

2. Montrer que la suite pxkq converge vers α avec un ordre 1.

3. En supposant f de classe C2 sur un certain voisinage V de α et f 1pαq “ fpbq´fpaq
b´a mntrer que la convergence

est d'ordre 2.

Q. 5 Ecrire la fonction algorithmique fzero permettant de trouver (si possible) une approximation d'une racine
de f en utilisant (1) avec une tolérance donnée et un nombre maximum d'itérations donné. Cette fonction devra
retourner l'approximation trouvée s'il y a eu convergence et H sinon.

Exercice 3 (4 points)

Q. 1 Soit A une matrice inversible et symétrique, montrer que A´1 est symétrique.

Q. 2 Soit A une matrice carrée telle que I´ A est inversible. Montrer que

A pI´ Aq´1
“ pI´ Aq´1 A.

Q. 3 Soient A, B des matrices carrées inversibles de même dimension telle que A ` B soit inversible. Montrer
que

A pA` Bq´1 B “ B pA` Bq´1 A “
`

A´1 ` B´1
˘´1


